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Intisari
Dalam makalah ini akan ditinjau kembali bahwa persamaan medan gravitasi Einstein mempunyai solusi
yaitu solusi Reissner-Nordstrom dengan menghitung seluruh komponen dari tensor Einstein dan tensor energi-
momentum dengan adanya interaksi elektromagnetik. Solusi Reissner-Nordstrom adalah solusi yang menggam-
barkan ruangwaktu di luar sebuah bola pejal statik bermassa M dan bermuatan listrik ). Solusi Reissner-
Nordstrom juga merupakan solusi lubang hitam statik bermuatan listrik dalam teori Einstein-Maxwell.

ABSTRACT

In this paper, we review that Reissner-Nordstrom metric is the solution of Einstein gravitational field equation.
Reissner-Nordstrom solution describes spacetime outside a static spherically symmetric charged mass. To solve
the field equation, we calculate all the non-zero components of Einstein tensor and energy-momentum tensor of
the electromagnetic field of the charged object. One finds that the Reissner-Nordstrom metric is also a charged

static black hole solution in Einstein-Maxwell theory.
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I. PENDAHULUAN

Lubang hitam merupakan salah satu fenomena gravitasi
yang menarik karena dapat diprediksi oleh penelitian fisika
teoretik dan matematika. Adapun cakupan fisis lubang hi-
tam adalah teori gravitasi relativitas umum. Tahun 1915, Ein-
stein menyelesaikan teori relativitas umum, yang merupakan
sebuah teori tentang gravitasi [1]. Gravitasi tidak lagi dipan-
dang sebagai suatu gaya, tetapi merupakan perwujudan dari
kelengkungan ruangwaktu sendiri. Penggambaran yang lebih
lengkap dari gravitasi ini memerlukan suatu persamaan medan
yang berlaku secara umum. Persamaan medan yang dimaksud
adalah persamaan medan Einstein [2]

1
G;Ll/ = R}LV - ig,uuR = 87TT}U/7 (D

dengan R, adalah tensor Ricci, g,, adalah tensor metrik,
R adalah skalar Ricci, G, adalah tensor Einstein, dan 7,
adalah tensor energi-momentum. Persamaan ini adalah su-
atu persamaan yang menyatakan hubungan antara tensor ke-
lengkungan ruangwaktu (tensor Einstein) dan tensor kehadi-
ran massa atau energi dalam ruangwaktu. Tensor Einstein
memberi informasi bahwa ruangwaktu lengkung dan tensor
energi-momentum memberi informasi kehadiran massa atau
energi dalam ruangwaktu. Jadi persamaan medan Einstein
memperlihatkan bahwa setiap benda bermassa mengakibatkan
ruangwaktu sekitarnya melengkung. Hal tersebut mempunyai
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arti fisis bahwa disekitar benda bermassa akan timbul medan
gravitasi. Berbagai solusi eksak dari persamaan medan Ein-
stein sudah berhasil diturunkan. Solusi eksak itu merupakan
kelengkungan ruangwaktu suatu lubang hitam atau lebih dike-
nal dengan istilah metrik kelengkungan ruangwaktu.

Mencari solusi dari persamaan medan Einstein pada
dasarnya sangatlah sulit. Pada awalnya, Einstein sendiri
mengantisipasi bahwa sangat sukar (atau terkadang tidak
mungkin) diperoleh suatu solusi eksak terhadap persamaan
medannya. Akan tetapi, cukup mengejutkan bahwa pada
tahun 1916, kurang dari setahun setelah publikasi teori rela-
tivitas umum, Karl Schwarzschild, di medan perang Jerman-
Russia pada Perang Dunia I, berhasil mendapatkan solusi
eksak yang pertama dari persamaan medan Einstein. Ke-
lengkungan ruangwaktu Schwarzschild atau yang dalam jar-
gon fisikawan disebut metrik Schwarzschild adalah solusi
lubang hitam statik yang tidak berputar dan mempunyai
simetri bola [3]. Yang dimaksud dengan statik adalah dalam
sistem koordinat yang digunakan, tensor metriknya tidak
bergantung waktu.

Pada tahun 1916 dan 1918, Reissner dan Nordstrom juga
menemukan solusi lubang hitam yang tidak berputar tetapi
mempunyai muatan listrik dan bersimetri bola [4, 5]. Tahun
1963, Roy Kerr mendapatkan solusi untuk lubang hitam
yang berputar tetapi tidak bermuatan listrik [6]. Tahun
1965, Ezra “Ted” Newman mendapatkan solusi untuk lubang
hitam yang berputar dan bermuatan listrik [7, 8]. Jadi
metrik Schwarzschild, metrik Reissner-Nordstrom, metrik
Kerr, dan metrik Kerr-Newman merupakan solusi dari per-
samaan medan Einstein. Fakta dimana setiap lubang hitam
dapat dibedakan berdasarkan hanya tiga parameter fisis, yaitu



massanya, momentum sudutnya, dan muatan listriknya adalah
juga sifat alamiah lubang hitam yang menghilangkan infor-
masi yang masuk padanya. Keadaan tersebut dikenal sebagai
teorema “no-hair”, berlaku untuk semua lubang hitam yang
merupakan solusi dari persamaan medan Einstein-Maxwell
tentang gravitasi dan elektromagnetik dalam teori relativitas
umum. Adapun fisikawan yang menggagas teorema “no-hair”
ini adalah John Archibald Wheeler lebih dari empat puluh
tahun yang lalu [9].

Dalam makalah ini, kami akan meninjau kembali ruang-
waktu Reissner-Nordstrom, dimana terdapat kehadiran medan
lain, yang berarti bahwa tensor energi-momentum tidak nol.
Secara khusus, kami akan berkonsentrasi pada salah satu situ-
asi yang menarik secara fisis yang dalam hal ini tensor energi-
momentum dari materi harus disertakan dalam persamaan
medan FEinstein. Kami mempertimbangkan geometri ruang-
waktu di luar sebuah massa yang diam dan bermuatan listrik
yang mempunyai simetri berbentuk bola. Sekali lagi hal yang
akan dibahas ini bukanlah ruang vakum, karena adanya medan
listrik dalam ruang. Dalam makalah ini, digunakan unit de-
ngan G = ¢ = h = 4meg = 1.

II. GEOMETRI REISSNER-NORDSTROM

Persamaan Einstein-Maxwell dapat diturunkan dari aksi
[10, 11]

S = /d4a:\/—g (R— F,, F"), 2)

dengan g adalah determinan dari tensor metrik g,,,,, @ dalam

aksi Finstein-Maxwell (Pers.(2)) adalah skalar Ricci, yaitu

R = R}, = g"”R,,, dan F,, adalah tensor kuat medan dalam
ruang lengkung yang dituliskan sebagai [2]

F},Ll/ = VMAZI - VVA/,H (3)

Memvariasi aksi (Pers.(2)) terhadap g"” menghasilkan per-
samaan medan Einstein-Maxwell

G = 87T, @)

dimana G, adalah tensor Einstein dan 7}, adalah tensor
energi-momentum Maxwell yaitu [12]
1

pur — E <97>\F;¢7FMA - 4guVFaﬁFaﬂ) . (5)

Salah satu solusi dari persamaan medan (Pers.(4)) adalah

metrik Reissner-Nordstrom yang menggambarkan ruang-
waktu di luar sebuah bola pejal bermassa M dan bermuatan

Q
2 2\ —1
d52:_ 1_%4_@7 dt2_|_ 1_%_’_& d,r-Q
r 72 r 72

+72 (d6? + sin®0d¢?) . (6)

Dalam ruangwaktu ini terdapat vektor potensial [A,] =
(Ap, A1, Ag, As) dengan

Ao = —

Q, )
T
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dan A; = 0 untuk ¢ = 1,2,3. Dalam menulis metrik
(Pers.(6)), digunakan koordinat z° = ¢, z' = r, 22 = 6,
dan 2% = ¢.

Untuk menghitung tensor Einstein, dibutuhkan seluruh
komponen simbol Christoffel yang tak nol dari metrik
(Pers.(6)) yaitu

o _ Mr —Q? Il (Mr—Q* A
01 rA >+ 00 r5 ’

Mr —Q?
Fil = = A 7F%2: )

Asin®0 _
Fé?):_ 7F?2:T 17
I'2, = —sinflcosf, I3, =7~ T3 =coth, (8)

dengan
A =7r?—2Mr+ Q> )]

Metrik (Pers.(6)) mempunyai solusi lubang hitam, dimana po-
sisi horison peristiwa adalah solusi radius dari persamaan

(10)

yang menghasilkan

re=M+ /M2 - Q2 (11)

dengan r adalah horison peristiwa bagian luar, dan r_ adalah
horison peristiwa bagian dalam. Horison peristiwa adalah se-
buah permukaan yang menutup secara total titik singularitas.

A. Tensor Kuat Medan

Perlu diketahui sebelumnya bahwa tensor kuat medan F,,,
pada ruang lengkung sama dengan ruang datar. Dengan
mengingat turunan kovarian Vv, = 0,vy —I'f, v dan simbol

Christoffel I';, yang simetrik, maka Pers.(3) menjadi
F,, =0,A,-0,A,. (12)

Menggunakan Pers.(12) dapat dihitung komponen tensor kuat
medan untuk ruang lengkung yang tak nol yaitu
Q
For = —Fi9 = 0pA1 — 014p = — 3 (13)

Komponen-komponen matriks [F,z] untuk medan Maxwell
yang mengisi ruangwaktu (Pers.(6)) adalah

0 -%00

2 0 00
Fop=| 7 14
o 0 0 00 (14

0 0 00

Menghitung produk skalar F, BF"‘B juga diperlukan, yaitu

[%¢] ac Bd 2Q2
FopF” = g*g FaBch:_rT- (15)
Informasi yang dibutuhkan selanjutnya adalah seluruh
komponen tensor Einstein G, yang dapat dicari dengan

menghitung tensor Ricci R, dan skalar Ricci R.
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B. Tensor Ricci dan Skalar Ricci

Dengan tensor Riemann

Rlg, = 0Tk, — 0,Thy + T TS, —Th TG, (16)
dan tensor Ricci
RMV = _R;O:aw (17)

dapat dihitung seluruh komponen tensor Ricci untuk metrik
(Pers.(6)). Penurunan secara lengkap seluruh komponen ten-
sor Ricci dan skalar Ricci dapat dilihat pada Lampiran A.
Maka dari itu, didapatkan seluruh komponen tensor Ricci
yaitu

2
Roo = —Ag ) (13)
T
_o@
Ry = Tk (19)
2
Ry = %, (20)
r
25in%0
R3s = —QT, (2D

dengan skalar Ricci R bernilai nol.

C. Tensor Einstein dan Tensor Energi Momentum Maxwell

Diketahui dari Pers.(1) bahwa tensor Einstein G, =

R, — %g,wR, sehingga didapatkan seluruh komponen ten-
sor Einstein yaitu
A 2
Goo = — ? ; (22)
T
QQ
G = — 23
11 A2 (23)
2
G = -2 24)
r
23 29
Gy = LS00 (25)
T

Setelah mencari seluruh komponen tensor Einstein, selanjut-
nya akan dicari seluruh komponen tensor energi-momentum
secara eksplisit. Penurunan secara lengkap tensor energi-
momentum Maxwell dapat dilihat pada Lampiran B. Maka
dari itu, seluruh komponen tensor energi-momentum Maxwell
dalam ruangwaktu Pers.(6) adalah

Too = _(%)A%Cf’ (26)
i = () g &
Ty, = —(%)%» (28)
T3z = *(%)QQ%I;QG (29)

Jika kita mensubstitusikan persamaan Pers.(22)—(25) dan
Pers.(26)—(29) ke dalam persamaan medan Einstein-Maxwell
(Pers.(4)), dapat dilihat bahwa seluruh komponen tensor Ein-
stein dan tensor energi-momentum Maxwell ini memenuhi
Pers.(4).

III. SIMPULAN

Dapat disimpulkan bahwa solusi Reissner-Nordstrom de-
ngan ruangwaktu (6) memenuhi persamaan Einstein-Maxwell
(4). Informasi bahwa ada komponen tensor Ricci yang tidak
nol yaitu persamaan (18)—(21) menunjukan bahwa metrik (6)
adalah bukan solusi vakum persamaan gravitasi Einstein. Ada
metode lain untuk mendapatkan solusi Reissner-Nordstrom,
seperti menggunakan bentuk metrik yang lebih umum yaitu
misalnya metrik yang statik dan isotropik atau menggunakan
prinsip pendekatan variasi seperti pada referensi [2].
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LAMPIRAN A: TENSOR RICCI UNTUK METRIK REISSNER-NORDSTROM

Komponen tensor Ricci untuk metrik (Pers.(6)) adalah
Roo = —0aI'Gy + 01’6, — TG0 T00 + T'oola0
= =50 —Tgo (T + 1y + T3y +I85) +T9T60 + Dol
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dengan skalar Ricci R adalah
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LAMPIRAN B: TENSOR ENERGI-MOMENTUM UNTUK METRIK REISSNER-NORDSTROM

Seluruh komponen tensor energi-momentum Maxwell untuk metrik (Pers.(6)) adalah

Too
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