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Abstrak

Artikel ini membahas model fluida termampatkan tipe Korteweg dengan kondisi batas slip di half
space space (RY). Model ini biasanya digunakan untuk mendeskripsikan aliran fluida dua fase di mana
terdapat fase transisi pada antarmuka fase tersebut yang dikenal dengan efek kapiler. Untuk mengatasi efek
kapiler tersebut, Korteweg mengembangkan model Navier-Stokes dengan menambahkan unsur kapilaritas
pada persamaan Navier-Stokes. Dalam artikel ini ditunjukkan bahwa terdapat solusi pada model Navier-

2
Stokes tipe Korteweg untuk kasus di mana koefisien (”Z—erv) - (%) # 0, k = uv,dengan p #v. Kasus

koefisien ini muncul berdasarkan kondisi akar persamaan karakteristik dari model yang dibahas dalam
artikel ini.
Kata Kunci: Fluida termampatkan, Model Resolvent, Tranformasi Fourier Parsial, Navier Stokes
Korteweg.

Abstract

This paper discusses the Korteweg-type compressible fluid model with slip boundary conditions in a
half-space (RY). This model is commonly used to describe two-phase fluid flow with a transitional phase
at the interface between the phases, known as the capillary effect. To address this effect, Korteweg
developed a model by incorporating the capillarity effect into the Navier-Stokes equation, which is a model
for compressible fluid flow. The paper demonstrates the existence of a solution for the Korteweg-type

. . . u+v 2 1 . .
Navier-Stokes model in the case where the coefficient ( " ) - (;) >0, Kk =uv with u+v. This

coefficient case arises from the root conditions of the characteristic equation of the model.
Keywords : Compressible Fluid, Resolvent Problem, Partial Fourier Transform, Navier Stokes Korteweg.

1 Pendahuluan
Segala jenis zat yang dapat mengalir dalam wujud gas maupun cair termasuk dalam kategori
fluida. Berdasarkan sifat kompresibilitasnya, fluida dapat dibagi menjadi dua jenis, yaitu fluida

yang dapat dimampatkan (compressible fluid) dan fluida yang tidak dapat dimampatkan
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(incompressible fluid). Fluida yang dapat dimampatkan adalah fluida dengan densitas atau
kerapatan yang dapat berubah-ubah dengan meningkatnya tekanan dan berkurang dengan adanya
ekspansi. Contohnya adalah gas seperti oksigen (0O2), nitrogen (N2), dan lain sebagainya.
Sementara itu, fluida yang tidak dapat dimampatkan adalah fluida yang memiliki perubahan
kerapatan yang sangat kecil ketika terkena tekanan, sehingga kerapatan dianggap tetap. Contohnya
adalah air, minyak, oli, dan lain sebagainya.

Salah satu model matematika yang digunakan untuk mendeskripsikan aliran fluida yang
dapat dimampatkan adalah model Navier-Stokes-Korteweg.

d:p + div(pu) = 0 diQ x (0,T)
p (B + u - V) = Div(SGw) + K(p) — P()D) diQ x (0, T)} (1
denganT € R, Q c RY, dengan R adalah himpunan bilangan riil, R, adalah himpunan bilangan
riil yang lebih dari nol dan R" adalah ruang Euclid berdimensi N, N € N, dengan N adalah
himpunan bilangan asli. Pada Persamaan (1), p = p(x,t), x = (x1,,xy) € Qc RV, t €
(0,T) adalah fungsi tak diketahui dan bernilai skalar (p : Q@ € RN x (0,T) » R) yang

menyatakan kerapatan fluida. Fungsi tak diketahui lainnya dari Persamaan (1) adalah kecepatan
fluida dinyatakan dinotasikan sebagai u = (u(x,t) = (uy(x,0), - -, uy (x, t))T. Kemudian
S(w) = ub(u) + (v — p) divul,dengan p,v konstanta densitas dan D(u) adalah tensor

auj aui

tegangan ganda dengan komponen ke i, j-nya adalah D;; (u) = ol sl dan I adalah matriks
i Jj

identitas N X N. Fungsi K(p) = k2 (Ap 2 — |Vp|2)I — kVp @ Vp, dengan k menyatakan
konstanta kapiler dana @ b = (aibj), pertama kali diperkenalkan oleh Korteweg pada tahun
1901. Fungsi ini ditambahkan pada model Navier Stokes dalam rangka memodelkan fluida
termampatkan 2 fase (seperti gas dan zat cair) di mana terdapat fase trasnsisi yang dikenal dengan
efek kapilaritas pada antarmuka dua fase tersebut.

Persamaan Navier-Stokes-Korteweg (NSK) secara umum digunakan untuk memodelkan
aliran gas dan cairan yang melalui fase transisi, seperti perubahan air menjadi gas akibat suhu dan
tekanan. Persamaan NSK merupakan pengembangan dari persamaan Navier-Stokes (NS), yang
merupakan persamaan dasar untuk aliran fluida termampatkan seperti gas. Perbedaan mendasar
antara NSK dan NS terletak pada penambahan tensor tegangan dengan konstanta kapilaritas yang
disebut sebagai konstanta kapiler. Secara umum, jika konstanta kapiler sama dengan 0, maka NSK
akan sama dengan NS.

Model fluida termampatkan tipe Korteweg telah dibahas oleh beberapa peneliti seperti yang
tercantum dalam referensi [1]-[5]. Kotschote membuktikan keunikan solusi lokal untuk model

fluida isotermal [6]. Hirokazu Saito membahas model fluida termampatkan tipe Korteweg dengan
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kondisi batas bebas dan memperoleh operator solusi tunggal [7]. Kemudian, Hirokazu Saito juga
membahas model fluida termampatkan tipe Korteweg dengan kondisi batas n.V p = g dan u =
0 [8].

Jika kita akan menyelesaikan Persamaan (1) untuk sebarang koefisien y, v dan k, maka ada

lima kondisi akar persamaan karakteristik yang harus dianalisis yaitu:

Kasus I: (”—”)2 - (l) <0;

2K K

2K K

Kasus II: (‘HV)Z — (E) >0,k = UV;
2

Kasus III: (“;KV) — G) >0,k =uv;

Kasus IV: (”;KV)Z — G) =0,K # uv;

Kasus V: (”;KV)Z - G) =0,k = uv.

Suma Inna dkk membahas model fluida termampatkan tipe Korteweg dengan kondisi batas s/ip di

2
half-space (RY) untuk kasus pertama dan kedua yaitu kasus koefisien (HZ—JFKV) — (%) #0, K #

uvdan p # v serta menunjukkan adanya solusi tunggal dari sistem tersebut [9]. Kemudian Suma
Inna dan Hirokazu Saito [10] menganalisis model NSK yang melibatkat variabel waktu t dan

menunjukkan adanya solusi lokal model NSK dengan kondisi batas s/ip. Sementara artikel ini

. . . u+v 2 1
fokus membahas model (1) untuk kasus yang ketiga yaitu kasus koefisien ( e ) — (—) *

K

0, k =pv dengan u #v.

2 Metode Penyelesaian Sistem

Secara umum, untuk menyelesaikan Persamaan tak linear (1) dengan syarat batas, dilakukan
dengan beberapa tahap. Tahap pertama adalah melakukan linearisasi terhadap sistem tersebut.
Selanjutnya, dilakukan transformasi Laplace terhadap sistem tersebut untuk mengeliminasi
variabel waktu t. Dengan demikian, diperoleh sistem persamaan yang dikenal sebagai persamaan

resolven. Persamaan resolven yang sesuai dengan Persamaan (1) adalah sebagai berikut:

Ap +divu=d diQ}

Au—pAu —VvVdivu—xAVp =f diQ 2)

Dalam artikel ini, kami membahas penyelesaian Persamaan (2) di alf space dengan kondisi

batas slip, yang dinyatakan sebagai persamaan berikut:



194 Operator Solusi Model Fluida Termampatkan Tipe Korteweg Dengan Kondisi Batas Slip
di Half-Space

Ap+diva =d diRY
Au—puAu—vVdivu—kAVp =f diRY
n-Vp=g padaR}) (3)
Oyuj +0juy =h; padaR{,j = 1,...,.N—1
uy = hy padaRY
dengan p = p(x) merupakan fungsi bernilai skalar. Suatu fungsi dikatakan bernilai skalar jika

domain dari fungsi tersebut berupa vektor dan hasil atau range dari fungsi tersebut berupa skalar.

Sebagai contoh f:RM — R dengan definisi f(xq, %5, *,Xy) = Xy + X, + =+ + xy. Sementara
u=ul = (ul(x),...,uN(x))T adalah fungsi bernilai vektor dan A adalah parameter

resolvent yang terdapat pada C, = {z € C | Re z > 0} dengan C adalah himpunan bilangan

kompleks. Ruang R} dan Ry untuk N > 2 (N € N) merupakan ruang yang didefinisikan sebagai
berikut,

RY = {x = (x",xy)|x" = (x4, ..., xy_1) € RN"1,xy > 0},
R% = {x = (x",xp)|x" = (x4, ..., xy_1) € RN xy = 0}.
Untuk menyelesaikan Persamaan (3) dengan syarat batas secara umum, langkah-langkah

umumnya meliputi penyelesaian Persamaan (3) di whole space, kemudian di half space, dan

terakhir di bent half space.
Untuk suatu fungsi skalar u = u(x) dan fungsi vektor v = v(x) = ( v1(%), ..., Uy (x))T dan

9 = a"’—] (J =1,...,N), didefinisikan

Vu = (0u,...,0pu)7;
Vv ={8,v|] k=12.N);
Viu = (0,0, ul|{Jk,l=1,..,N});

N N
divv=zajv]; Au=Za,2u;
=1 I

Av = (Avy,..,Avy)T.
Untuk vektor berdimensi-N, a = (ay,ay, ...,ay)" danb = (by, by, ...,by)7,
a-b= Y\, ab.
Khususnya, untukn - Vp = —dy p.
Selanjutnya, akan diperkenalkan beberapa notasi khusus yang digunakan pada artikel ini.
Misal q € [1, ), L, (RY) dan Wy (RY) menyatakan ruang Lebesque dan ruang Sobolev berturut-
turut di RY, m € N, dan untuk m = 0, maka W, (RY) = L, (RY) dan norma di W;*(RY),n € Ny,

No = N U {0}. dinotasikan dengan ||- ||W£1( RY)- Misalkan X and Y adalah ruang Banach, maka X™,
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m € N, menyatakan perkalian X sebanyak m dan norma di X™ ditulis secara lebih singkat ||-|| x.
Himpunan dari operator linear dari X ke Y dinotasikan dengan L£(X, Y)) dan himpunan dari operator
linear dari X ke X dinotasikan dengan L(X). Untuk suatu domain U c C, Hol(U, L(X,Y))
menyatakan himpunan fungsi holomorfik bernilai £(X,Y) yang terdefinisi pada U.

Untuk menyelesaikan Sistem (3), digunakan pendekatan solusi dari sistem di whole-space
(RY). Sistem Persamaan di whole-space (RV) dinyatakan dalam persamaan berikut,

Ap +divu=d diRN}

4
u—pAu—vVdiva —xAVp =f  diRV. @

Untuk Sistem (4), Saito, pada [7], mendapatkan hasil sebagai berikut.
Didefinisikan ruang untuk fungsi ruas kanan F° = (d, f) sebagai berikut
Xy RN) = W, (RN) x L, RMM.
Kemudian, definisikanX;(RN) dan F{F° sebagai berikut:
X;(RNM) = L,(RY)S, dengan s =N+1+N;

1
FIFL = (v d, Az d,f) € X3(RM).

Kemudian diperoleh teorema berikut.

Teorema 1 (Saito [7]). Misalkan p € (1,) dan asumsikan bahwa W, v dan k adalah konstanta

positif, maka untuk setiap A € C, terdapat operator A (1) dan B1(1) dengan,
A'(1) € Hol <C+,L (XC}(RN), Wq3(RN))),
B'(2) € Hol (C,, L(X}(R™), WZRM))),
sehingga untuk setiap F° = (d,f) € XJ(RY) diperoleh operator solusi tunggal (p,u) =
(A (DFLFO, BLA)FYFO) dari Sistem (4).

3  Hasil dan Pembahasan
Bagian ini merupakan inti dari pembahasan artikel ini yaitu membuktikan adanya solusi
untuk Sistem (3). Definisikan ruang untuk fungsi ruas kanan Sistem (3), F! = (d,f,g,h’, hy)
dengan h' = (hy,...hy_,) , sebagai berikut,
XZRY) = Wi (RY) x L (RN x W2(RY) x W (RN x W2 (RY).
Kemudian, definisikan F;F* dan X2(RY) sebagai berikut,

BRY) = L,RYY,
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1 1 1
FPFY = ((Vd,A2d),f,V?g,A2V g, g), (VI',AZh"),

1
(V2hy, A2V hy, Ahy)) € X5 (RY)
M =(N+1)+N+N?+N+1D)+(N—-1D(N+1)+(N*+N+1)
Tujuan utama dari artikel ini adalah mencari operator solusi dari Sistem Persamaan (3) atau

dengan kata lain adalah membuktikan teorema berikut.

Teorema 2. Misalkan q € (1, ) dan asumsikan bahwa u,v dan k adalah konstanta positif yang

2
memenuhi (HZ—J;V) — (i) > 0,k = uv dan p + v,maka untuk setiap A € C, terdapat operator

A°(A) dan B°(1) dengan,

A1) € Hol <c+,z: (22 RY), W (R’X))),

B°(2) € Hol (€., £(X5 (RY), W RY)")),
sehingga untuk setiap F* = (d,f,g,h',hy) € XZ(RY), (p,u) = (A°(D)FLFL, BO(D)FLFL)
adalah operator solusi untuk Persamaan (3).

Terdapat beberapa tahapan dalam membuktikan Teorema 2, yaitu: pertama, mereduksi
Sistem tak homogen (3) menjadi sistem homogen. Tahap selanjutnya adalah menyelesaikan sistem
homogen tersebut.

3.1 Reduksi Sistem

Misalkan u; = v;(j = 1,...,N—1), uy = vy + hy, dan v = (vy,...,vy)", maka

diperoleh sistem sebagai berikut,

Ap+divv =d diRY ]

AV —pAv —vVdivv —kAVp = f  di RY
n-Vp=g padaR}) (5)
Onvj + 0juy = h;  padaR{
vy =0 padaR)

dengand = d — (dy hy),hj = —h; — (9;hy)
danf = f — (—v 0,0yhy, ..., =V Oy_1 Oyhy, A hy —uAhy —v 02 hy)T.

Selanjutnya, digunakan ekstensi genap dan ekstensi ganjil untuk membentuk sistem
persamaan homogen. Untuk suatu fungsi f = f (x) di RY , definisikan ekstensi genap E® dan

ekstensi ganjil E° sebagai berikut,

f(x’pr), (xN > O)
fO' =xy), (xy < 0)
fO'xy), (xy > 0)
_f(x,; _xN)l (xN < 0)

B(f) = E°f () = |

BN = E°F () =
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dengan (x' = xq,..,xy_1). Kemudian definisikan ekstensi dari suatu fungsi vektor f =
(f1, ., fn) T sebagai berikut,

Ef = (E°f;, ---:EefN—LEOfN)T- (6)
Catatan bahwa E € L(L, (RY)Y,L, (RM)V) dan E® € L( W, (RY), W' (RY)).

Misalkan, (d, f) merupakan fungsi yang terdapat di ruang I/I/p1 (RY) x L, (RY)N pada
Sistem Persamaan (5) dan A'(1)FLF°, BY(1)F,F° adalah operator solusi yang terdapat pada
Teorema 1 di whole-space (RN). Definisikan operator R dan V berturut-turut sebagai berikut,

R = A*W)FP( E%d,Ef) dan V = B*(1)Fy ( E°d, Ef). (7)
Selanjutnya, definisikan § = S(x,xy) dan T = T (x',xy) sebagai
S = R(x',—xy), T = (Vl(x’, —xN), ey Vo1 (X', —xn), =V (&, —xN))T. (8)
Kemudian V; dan T; merupakan komponen ke j dari V dan T berturut-turut, dengan j = 1, ..., N —
1. Dengan demikian diperoleh
Tn(x', xn) = =V (x', xy) 9)
Substitusi Persamaan (8) ke baris pertama Sistem (5) sehingga untuk baris pertama
diperoleh sebagai berikut,
(AS + divT(x',xy) = (AR + divV)(x',—xy)
= (E¢d(x',—xy)
= E¢d(x', xy),
Selanjutnya substitusi Persamaan (8) ke baris kedua Sistem (5) sehingga diperoleh sebagai
berikut,
(AT; — uAT; —v0; divT — Kk 0;AS) (X', xy)
= (V;-pAV; -v 9;divV — kd,AR) (x', —xy)
= Eefj (x',—xy)
= E° fi(x', xy),
denganj = 1,...,N — 1, dan
ATy —uATy —voydivT —kdy AS)(x',xy)
= (AVy —uAVy —vaydivV —kdy AR)(x',—xy)
= —(E°fy(x', —xy)
= EofN (x', xn),
Dengan demikian, S dan T juga merupakan operator solusi di whole-space (RN). Oleh karena

itu, berdasarkan ketunggalan solusi di whole-space,
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Ty (¢, xn) = V;(x', xn) } (10)

Tn(x',xn) = Vi (x, xn)
Akibatnya, berdasarkan Persamaan (9) dan (10), diperoleh Vy(x', xy) = —Vy(x',x_N). Dengan
demikian jika x, = 0, maka Vy(x',0) = —Vy(x',0) jika dan hanya jika Vy(x',0) = 0.
Misalkan p dan u didefinisikan sebagai berikut,
p=R+pdanu=V+vV (11)
Substitusi Persamaan (11) ke Sistem (3), maka diperoleh sistem homogen sebagai berikut
Ap+divi=0 diRY ]
AV — uAV — vV divv — kAVp =0 diRY
n-Vp=-g padaRy (12)
OnTj + 0Ty = h; padaRy
oy =0 padaRY

dengan

G =g+oyBWFY(Eed Ef), by = h — dyhy — 0y (B WFL( E¢d, Ef).
Selanjutnya, untuk membuktikan Teorema 2 cukup dengan menyelesaikan Sistem Homogen (12)

yang akan dibahas pada bagian berikut.

3.2 Penyelesaian Sistem Persamaan Homogen di half-space (RY)
Sistem Persamaan Homogen (12) secara sederhana dapat ditulis sebagai berikut,
Ap+divv=0 diRY ]
Av — uAv — vV divv —kAVp =0 diRY
n-Vp=—g padaRY (13)
Oyv; + 0;uy = h; padaR{
vy =0 padaRY
denganj = 1,..., N — 1. Untuk membuktikan Teorema 2 cukup dengan membuktikan Teorema
3 berikut.
Untuk fungsi ruas kanan G = (g, h4, ..., hy_1) pada Sistem (13), definisikan ruang
#pRY) = WZRY) x W2RDY .
Kemudian definisikan

YZRY) =L, RD%Lz=N2+N+1D)+(N-DN + 1),

1 1 1
glG = ((V Zg’/lg Vg’/lg), (V hl,---V h’N—l)’(AE hll AE hN_1)> E sz (le-)
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Teorema 3. Misalkan p € (1, ) dan asumsikan bahwa u,v dan k adalah konstanta positif yang

2
memenuhi (HZ—J;V) — G) > 0, k = uv, u # v, maka untuk setiap A € C,. terdapat operator A*(1)

dan B?*(A) dengan,
A2(2) € Hol (€, £ (Y2 (RY, W2 (RY))),

B2(2) € Hol (€., £(¥7 (RY), W2 RY)")),
sehingga untuk setiap G = (g, Ry ...hy_1) € 4,(RY), (p,v) = (A*(1)G,G, B*(1)G,G) adalah
operator solusi dari Persamaan (13).
Bukti
Sebelumnya diperkenalkan definisi dari transformasi Fourier parsial berikut. Diberikan
fungsi u terdefinisi pada R¥. Maka transformasi Fourier parsial dan invers transformasi Fourier

parsial dari u = u (x, xy) secara berturut-turut ditulis:

9%

= 8(xy) = A xy) = j %€ (', xy) d’

RN-1

1

P 10 001G = gy | e u ) de

dengan x' = (xy,...,xy_1) dan &' = &, ..., &x).
Misalkan div v = 1, lalu laukan transformasi Fourier parsial ke Sistem Persamaan (13)

sehingga diperoleh sistem persamaan diferensial biasa sebagai berikut,

Ap+19P =0,xy >0 (14)
A0, — 1 (R = 1§12)0; —vigjh — xig;((0R) — 1§'17)p = 0,xy > 0 (15)
AUy —u ((az%/) - |f|2)ﬁN —voyyP — KaN((al%l) - |f’|2)ﬁ =0,xy >0 (16)
dengan syarat batas sebagai berikut,
dnp(0) = — g(0) (17)
ig0n(0) + 0 D;(0) = R;(0) (18)
vy(0) =0 (19)
dengan,
P =X &0 + oy Dy, (20)
Substitusi Persamaan (14) ke Persamaan (15) dan (16) sehingga diperoleh
220, — au(0f — 18129 — ig;(vA — k(0% — 1E'1))h =0 (21)
W20y — u(0f — 181Dy — an(Av — k(35 = 1E'1))P = 0 (22)

dan ke Persamaan (17) sehingga diperoleh,



Operator Solusi Model Fluida Termampatkan Tipe Korteweg Dengan Kondisi Batas Slip

200 di Half-Space
anp(0) = 25(0). (23)
Misalkan P, (t) didefinisikan sebagai berikut,
Pi(t) =22 —2(u+v)(2 = 1§D + k(@ = [§']7) (24)
Dengan demikian diperoleh bentuk sistem persamaan diferensial biasa sebagai berikut,
P (0n) =0, xy >0 (25)
(02 — wi)Py(ay)P; =0, xy >0, untuk J = 1,...,N (26)
dengan

e+ 2
wy = -
* "

Misalkan u, v and k adalah konstanta positif. Definisikan polinomial p(s) sebagai

+v 1
p(s)zsz—# s +—,
K
maka diperoleh akar dari p(s)
+v_
Vs =0
oo =4 2K
' Hrv +i <0
2ic VT 1

2
dengani =+V—1dann = (HZ—J:/) — % Misalkan s = 271(t? — |¢’|?), maka Persamaan (24)

dapat ditulis
pa(t) = kA?p(s).

Misalkan s; = s_, s, =s,, makauntuk j =1,2

adalah akar dari Persamaan (24) dengan (¢',1) € RV~! x C,. Pada kasus koefisienn > 0, k =
uv untuk g # v, diperoleh (s1,s,) = (u™1,v™1). Dengan demikian diperoleh akar karakteristik
untuk untuk Persamaan (25) dan (26) adalah t; = w; = \/W dant, = \/m
Dengan demikian, solusi umum persamaan karakteristik dari Persamaan (25) dan (26) sebagai
berikut,

P = ge ®AN 4 ge XN, 27)

Uy = qje PN 4 Bixye PPN 4y (eTRAN — eT@AMN) (28)
Berdasarkan Persamaan (20) diperoleh,

o=i§a —i§' vy —way+PBy+twryn, (29)

T=i¢" -y —tyyn (30)
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0=1i§"- B — wrfy (1)
dengan i&' - a' = Y i&; a; untuk @’ € {a', By}
Selanjutnya, substitusikan k = uv pada Persamaan (21) menjadi sebagai berikut,

2 (0% — w3)o; + i&;(Av — (9% — 1€'12))y

= (83 — w2)D; + i§; <§V —v(af — |f'|2)>1ﬁ
= (0% — w})D; + i§; (v (ﬁ — (0f - |€’|2)>) b

Karena w, = “E'|2 + %, maka w3 = |§'|? + % Dengan demikian diperoleh persamaan
M (0F — wi) vy +i8;(Av — wv (0% — 1819
= (0% — w})9; — vi&; (05 — wi)P (32)
Kemudian, subtitusikan x = uv terhadap Persamaan (32) sehingga diperoleh persamaan berikut,

A (9% — w2)oy + dy(Av — (82 — 1€'1D) ¥

= 405 - of)ow + 0y (v - v@E - 1619 )9
= (0% — wi)dy + 0y (v (% -0y - I€’|2)>>1/3

Dengan menggunakan fakta bahwa w, = ’IE’I2 + ﬁ, maka diperoleh w? = |€'|? + ﬁ Dengan

demikian diperoleh persamaan berikut
(9% — w2)oy + y(Av — w82 — 1€'1D)) = M07 — wi)dy —vay (03 — wi)P.  (33)
Berdasarkan Persamaan (32) dan (33), maka Persamaan (21) dan (22) dapat ditulis sebagai
berikut,

A(0F — w3)9; — vig;(0F — wi)P =0 (34)
A(9f — wi)on — von(9F — wi)h =0 (35)
Selanjutnya, substitusi Persamaan (27) dan (28) terhadap Persamaan (34) sebagai berikut,
M0% — w})(aje” ¥ N + Bixye PPN +y;(eTtN — g=@AxN))
—vi&; (02 — w3)(oe™@A*N + re~tAN)
= 103 (aje“"lxN + Bjxye AN 4y (e N — e‘“’AxN))
_Awi(aje—waxw + ,Bije_“’/lxN + ]/j(e_tsz _ e—waN))

- Vifj (61%]( ge” PN 4 Te_tsz) - w%( ge " WAXN 4 Te—tsz))
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= Mwjaje 3N + i Bxye PN — 202 Bixye P3N + t2y e~ XN
2.0, S—WAXN _ 2. p—WIXN
+ wyyje”“* wjaje v

2 —w)x 2 —tyx 2 —w)Xx
—wiPixye” PN —wiye T N wyyje” YN

—vi;(wjoe™@AN — tZTe 2N — ige YN — wiTe 2 N)

= A —2wyBje™ "N + (12 — wj)yj e~2N) —vi§;(t? — wi)re i

= —2Aw,Bje PN + ((t2 —w?)(Ay; — vifjr)) (e~t2*N) = 0.
Subsitusi Persamaan (27) dan (28) terhadap Persamaan (35),
(0% — w3)(aye VN + Byxye O 4y (eI — eT@ArNY)
—vay (0% — w3)(oe™@AN + et N)
= Mwiaye PN + w?Byxye PN — 2wiByxye AN 4 t2y, e AN
+ wiyye CPN — wiaye PN — 2By xye PN
—wiyye N — wiyye @A)
— vy (wioge N — t27e 2N — wZge @AN — @ireTt2AN)
= A —2wBye N + (t2 — wi)yy e ) —v(t? — wi)tte N
= —2Aw;Pye PN + ((t2 — w3)Ayy — vtzr)) (e~t2*N) = 0.
Dengan demikian, berdasarkan hasil perhitungan Persamaan (36) dan (37) diperoleh,
—24w; B =0, (t — wj)(dy; —vi§;T) = 0,
—22w;fy =0, (t2 — w3)(Ayy — vt,7) = 0,
Karena t, # w, maka berdasarkan Persamaan (38) dan (39) diperoleh koefisien,
By =0
(ij — vifjr) =0,
(Ayy —vty7) = 0.
Berdasarkan Persamaan (40) dan (41) diperoleh

(36)

(37)

(38)
(39)

(40)
(41)

(42)

(43)

Untuk mendapatkan nilai 7, substitusikan (43) terhadap (30) sehingga diperoleh sebagai berikut,

1§17
T =

. Yn — L2¥YnN
2
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1 /
= (1P = tDvw (44)
karena 8; = 0 maka Persamaan (28) dapat ditulis dalam bentuk lain yaitu,

D) = ae " “¥N 4y, (eI — e @WAXN)

(45)
dimana | =1,...,N. Selanjutnya, substitusikan Persamaan (45) terhadap syarat batas pada
Persamaan (19),

Uy (0) = aye PN + yy(e 1N — eT@A*N)
— aNe_w)LO + yN(e—tZO _ e—wlO)
=ayt¥Yy— VN = ay,
dan karena ¥y (0) = 0 maka
ay = 0.
Kemudian, turunkan ¥; pada Persamaan (45) terhadap xy sehingga menjadi sebagai berikut,
OnD) = aje” PPN 4y, (e B2*N — e @A)

== aNa]e_wlxN + aN]/]e_tsz - aN]/]e_wflxN

wya e” PPN — tyy;e TN 4 @y e PN
= wl(y] — a])e“"l"N — tyy e N, (46)
Ketika xy = 0, Persamaan (46) menjadi sebagai berikut,

nD; = wy(y; — @j)e™ 20 — t,y;e7%2° = wy(y; — a;) — tay; 47)
dengan j = 1,..,N — 1. Kemudian, substitusikan Persamaan (47) terhadap syarat batas
Persamaan (18) sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut

Selanjutnya, substitusikan Persamaan (42) ke Persamaan (48) sehingga diperoleh

- i§;
h;(0) = wya; — t_(tz — wp)¥n
2
yang berakibat

“1(% &

Kalikan Persamanan (49) dengan i¢; lalu jumlahkan untuk j =1 sampai j = N — 1 untuk
mendapatkan

i« = o7 (i RO - EL 6, - o) (50)

Substitusi Sy = 0, ay = 0, Persamaan (43), dan Persamaan (50) terhadap Persamaan (29)
sehingga diperoleh
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, If |? 1§12
o=wi" (i€ -h'(0) - (tz —w)Yn | — Yn T WnYN
2
= wy'ig’ - h'(0) —w;l(lf'lz — w;)¥w (51)

Selanjutnya, substitusikan Persamaan (27) ke syarat batas pada Persamaan (23) untuk
mendapatkan

Oy = Oy (0e PN + te t2*N) = gyoe PVN 4 QyTe L2 N
sehingga

2§(0) = 0y P(0) = —w, 06920 — t,7e7 820 = —w, 0 — t,T (52)
Kemudian, substitusikan Persamaan (51) dan (44) ke Persamaan (52) sehingga diperoleh
A~ —1:e1 T - 1 -t
25(0) = ~wa (i B(0) w7 (€' ~ wd)yw) — &2 (E172) s

= —i& - R0) + (11— wd)yy — (€12 = Dyn
= —i& - h'(0) + (t2 — wl)yn.

Akibatnya diperoleh
1 A A N
Yn = —m(lg(o) +i§'-h (0))- (53)
Selanjutnya, substitusikan koefisien yy pada Persamaan (53) terhadap Persamaan (42), (44), (49),
(51) dimana dimisalkan |§'|? — t2 = —1s, dan |§'|? — w} = —A1s; sechingga diperoleh
i§; i§; ~ et T
V=2 = g (A +iE R () (54)
A A A N
T= Ts_zwz)(lg(O) +i¢ - 1'(0)) (55)
§j ,
a; = w; 'Ry (0) +m(,1g(0) +ig' - 7' (0)) (56)
Aier 3 A '

0= wp'ig' R'(0) ~ 2 (29(0) + i - R()). (57)

Misalkan
e_thN — e_wlxN
M(xy) = t, — w;
Perhatikan bahwa
.!’D — O.e—w,lxN + Te—tsz = —0o (e—tsz _ e—(A)}LXN) + (0- + T)e_tsz = wAl + lp’\z
di mana
- A(sy — 2s1) -
=|——— =i -h'(0 ——A 0)|Mm
1101 wﬂ(tz + wl) lf ( ) A(tz A) g( ) (xN)
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dan
b = |03t E () + Z( D'(3) (1900 + i& - B(©)| )
Karena p = — %, maka diperoleh
p = = (52— 25) I [ Ry (M ()| + |2 (0D M (xy) |
p 2 12 Am=1 {wa(ta+wp) N wa(tz+w/1)g N
ién —tox 1\ ~ —tox
ot [ n @] + ) a@e]
+XE SN, [(‘fn)h (0)e-fzxw] (58)
Substitusi koefisien a;, y; pada Persamaan (54) dan (56) serta 8; = 0 ke Persamaan (28)
sehingga diperoleh,
i§; , -
= |03 B (0) + = (19(0) + i - R ()) | e
+ == (26(0) + i€ - W' (0))| M (xy) (59)
ta(t2+wy) N

dimana j =1,...,N — 1. Selanjutnya, substitusikan koefisien ay =0, Sy = 0 dan y, pada

Persamaan (53) ke Persamaan (28) sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut,

(29(0) +ig" - 7' (0)) ]| M (aw) (60)

Vv =~ [t +w)
Dengan demikian diperoleh solusi operator solusi p = p; + p,, v; dan vy dengan melakukan

invers transfromasi Fourier parsial terhadap Persamaan (58), (59) dan (60) sehingga diperoleh,

p = = (5= 25) I} F 7 | 2 R (M (1) ()
+ 5. F~ [mﬁ(o)]‘/f(xw)] (x")
N-1

=) - [iﬁ (©e~t | ()

S
1l
Juy

s () g0t )

=1
Ni(—l)lsl (3 f") n(0)e ™2 | ()

N

+
l

=: A*(1)G1 G

1l
[N

i£j2

wytz(tr+wy)

v = F w7 (0)e PN (x') + F1 | g(0)e=wwn | (x")
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=

-1
+ 3—"—1[
1

ifjifn

Wity (t; + wy) En(O)e‘wlxN] (x")

S
1l

LF-1 A G(O)M (xp) | (x")
(t2(t; + wp)) g !
< i;i§
Py [m (02| )
2\t2

= B'(DG:G, (G =1,..,N—1)

n=1

1
(t2+wy)

- gOM )| () - TN F [ R @2 )] ()
=: By(DGG.
Misalkan,

vy = —F 71 [——(29(0) + i’ - h'(0)) M (xn) | (x")

=_—F-1 [

B2() = (Bi (W), B3 D), -, BR (D)
maka operator solusi (p, v) dapat ditulis sebagai berikut,
(p, V) = (A*(DG16, B*(1)G26)
Dengan demikian, diperoleh operator solusi (p, v) = (A2?(1)G,G, B*(1)G;G) dari Sistem
Persamaan Homogen (13) di half-space (RY). Dengan demikian maka Teorema (3) terbukti.
3.3 Bukti Teorema 2
Perhatikan kembali Persamaaan (11), maka diperoleh operator solusi di half-space (RY)
sebagai berikut,
p =R+p
= A'(DFIF° + A*(N)GAG
= A'(D)FLF!
dan
u=V+v
= B*D)FLF° + B*(1)G,G
= B°(1) FyF!

maka operator solusi (p, u) sistem (3) dapat ditulis sebagai berikut

(p,u) = (A°WFYFL, B°(V)FFL)
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Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa Sistem Persamaan (3), untuk kasus koefisien

(HZ—J:/) —% > 0, k = uv, memiliki operator solusi di half-space (RY). Dengan demikian,

Teorema (2) Terbukti.m
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