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Abstrak 
Mikroalga merupakan salah satu potensi alam Indonesia yang dapat dimanfaatkan dalam berbagai 

kebutuhan seperti menghasilkan produk energi (bioethanol, biodiesel), biopolymer penghasil plastik dan 
sebagai bahan campuran tanah untuk rekayasa konstruksi, bahkan sebagai pengolahan limbah dengan cara 
menyerap kandungan senyawa organik dan nutrisi yang masih tersisa ataupun menyerap beberapa senyawa 
berbahaya yang terdapat dalam limbah. Salah satu media kulturisasi mikroalga adalah chemostat. 
Chemostat merupakan jenis bioreaktor kontinu yang berfungsi untuk budidaya mikroalga dan 
mikroorganisme yang lain yang biasanya digunakan dalam skala laboratorium dan industri. Penelitian ini 
membahas tentang kendali optimal berupa pemberian tingkat pengenceran secara optimal pada model 
pertumbuhan mikroalga dalam chemostat. Metode yang digunakan untuk menyelesaikan masalah kendali 
optimal ini adalah Prinsip Minimum Pontryagin. Adapun fungsi tujuan yang digunakan berupa 
meminimumkan waktu yang dibutuhkan oleh state awal untuk menuju state akhir (kondisi setimbang). 
Kemudian dilanjutkan dengan simulasi numerik menggunakan toolbox ICLOCS2. Simulasi dilakukan 
untuk mengetahui perbandingan pertumbuhan mikroalga dalam chemostat dengan dan tanpa kendali 
optimal. Berdasarkan hasil pembahasan diperoleh bahwa jenis kendali yang dilakukan berupa kendali bang-
bang. Hasil simulasi menunjukkan bahwa massa jenis mikroalga mampu mencapai kondisi setimbang 
40.9% lebih cepat saat diberi kendali optimal daripada tanpa diberi kendali optimal. 
Kata Kunci: Mikroalga, Model Chemostat, Prinsip Minimum Pontryagin, Kendali Bang-Bang, Toolbox 

ICLOCS2 
 

Abstract 
Microalgae is one of Indonesia's natural potentials that can be utilized in various needs such as 

producing energy products (bioethanol, biodiesel), biopolymers producing plastics and as a soil mixture 
for construction engineering, even as waste treatment by absorbing the remaining organic compounds and 
nutrients. or absorb some of the hazardous compounds contained in the waste. One of the microalgae 
culture media is chemostat. Chemostat is a type of continuous bioreactor that functions for the cultivation 
of microalgae and other microorganisms that are usually used in laboratory and industrial scales. This 
study discussed the optimal control in the form of providing optimal dilution rates in the microalgae growth 
model in the chemostat. The method used to solve this optimal control problem is Pontryagin's Minimum 
Principle. The objective function used is to minimize the time required by the initial state to reach the final 
state (equilibrium condition). Then proceed with numerical simulation using the ICLOCS2 toolbox. 
Simulations were carried out to determine the comparison of microalgae growth in the chemostat with and 
without optimal control. Based on the results of the discussion, it was found that the type of control carried 
out was in the form of bang-bang control. The simulation results showed that the density of microalgae was 
able to reach equilibrium conditions 40.9% faster when given optimal control than without optimal control. 
Keywords: Microalga, Chemostat Model, Pontryagin’s Minimum Principle, Bang-Bang control, ICLOCS2 

toolbox 
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1 Pendahuluan  
Wilayah Indonesia yang berada di daerah tropis dan memiliki luas perairan yang lebih besar 

daripada daratan, menjadikannya sebagai Negara yang memiliki diversitas spesies mikroalga yang 

tinggi. Kandungan utama yang dimiliki mikroalga seperti karbohidrat, lipid, dan protein, 

merupakan potensi yang dapat dikonversikan menjadi sumber pangan dan energi melalui 

biorefineri [1]. Biorefineri merupakan bentuk eksplorasi biomassa untuk diproduksi menjadi 

bahan bakar, energi, dan bahan-bahan kimia yang digunakan dalam kehidupan. Pemanfaatan akan 

biomassa dianggap sebagai sumber energi alternatif yang sangat potensial untuk dikembangkan 

jika dibanding dengan eksplorasi minyak bumi atau bahan-bahan tidak terbarukan lainnya. Serta 

mikroalga yang menghasilkan biopolimer dapat juga dimanfaatkan sebagai bahan alternatif 

terbarukan seperti bahan konstruksi biopolimerik baru. Bahan ini digunakan untuk 

pengolahan/perbaikan tanah dalam upaya mengembangkan pendekatan rekayasa konstruksi yang 

ramah lingkungan. Tentu saja untuk menggantikan penggunaan bahan konvensional yang 

memiliki dampak lingkungan yang tinggi[2], [3]. 

Menyadari akan potensi yang dimiliki oleh mikroalga, maka tidak heran jika banyak 

penelitian tentang mikroalga terus dilakukan. Model matematika yang dibangun untuk mengetahui 

perilaku mikroalga telah diteliti oleh [4]–[8], dan masih banyak yang lainnya yang didasarkan pada 

asumsi yang dibangun oleh masing-masing peneliti. Termasuk penelitian yang telah dilakukan 

oleh Alzahrani dkk [9] yang menganalisis model pertumbuhan/budidaya mikroalga dalam 

chemostat. Chemostat merupakan jenis bioreaktor kontinu yang berfungsi untuk budidaya 

mikroalga dan mikroorganisme yang lain yang biasanya digunakan dalam skala laboratorium dan 

industri.  

Untuk menghasilkan mikroalga yang optimum, upaya pengendalianpun dilakukan, 

diantaranya yaitu melalui mitigasi CO2 [10], pengendalian intensitas cahaya [11], [12], 

pengendalian intensitas cahaya dan nutrisi [13], dan pengendalian aliran karbondioksida dan 

nutrisi [14]. Sementara itu, metode kendali optimal yang bisa digunakan adalah Prinsip Minimum 

Pontryagin [15]. Metode ini telah banyak digunakan dalam upaya pengendalian suatu sistem 

seperti yang dilakukan oleh [11], [16]–[19], dan masih banyak yang lain. Begitupun dengan 

pertumbuhan/budidaya mikroalga dalam chemostat, perlu dikaji lebih lanjut melalui model 

matematikanya. Alzahrani dkk [9] menganalisis model pertumbuhan/budidaya mikroalga dalam 

chemostat dengan melihat pengaruh dari tingkat pengenceran media berupa nutrisi segar yang 

mengalir kedalam chemostat tersebut terhadap pertumbuhan mikroalga. Tingkat pengenceran 

tersebut diasumsikan sebagai parameter yang bernilai konstan. Oleh karena itu, penelitian ini 
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bertujuan untuk melanjutkan penelitian dari Alzahrani dkk [9] dengan menjadikan tingkat 

pengenceran tersebut sebagai variabel kendali.  

 

2 Metode Penelitian 
Dalam penelitian ini, model matematika pertumbuhan mikroalga dalam chemostat yang 

dikaji adalah model yang dikembangkan oleh Alzahrani dkk [9]. Selanjutnya, dengan 

mengasumsikan parameter tingkat pengenceran sebagai variabel kendali, maka dilakukan 

pengecekan sifat keterkontrolan sistem dengan menentukan rank dari matriks keterkontrolan 

sistem tersebut[20]. Setelah itu baru dilakukan upaya pengendalian dengan merumuskan masalah 

kendali. Kemudian masalah kendali tersebut diselesaikan dengan menerapkan Prinsip Minimum 

Pontryagin [15]. Sistem lalu direpresentasikan dalam bentuk grafik melalui pemanfaatan toolbox 

ICLOCS2[21]. Hasil simulasi numerik tersebut kemudian digunakan untuk analisis lebih lanjut 

beserta interpretasinya.  

 

3 Hasil dan Pembahasan 
Model chemostat secara umum dari pertumbuhan mikroalga terbatas pada satu nutrisi 

dinyatakan dalam Persamaan (1) dan (2). 
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑋𝑋(𝑡𝑡)(𝜇𝜇 − 𝐷𝐷)       (1) 

𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝐷𝐷�𝑁𝑁 − 𝑌𝑌(𝑡𝑡)� − 𝑢𝑢𝑋𝑋(𝑡𝑡)    (2) 

Dengan 𝑋𝑋 menyatakan massa jenis mikroalga yang terdistribusi secara homogen di dalam 

chemostat, 𝑌𝑌 menyatakan massa jenis nutrisi terbatas dalam chemostat, 𝐷𝐷 menyatakan tingkat 

pengenceran, 𝜇𝜇 menyatakan tingkat pertumbuhan mikroalga, 𝑁𝑁 menyatakan massa jenis nutrisi 

segar, dan 𝑢𝑢 menyatakan tingkat penyerapan nutrisi ke dalam biomassa alga. Persamaan (1) 

menyatakan bahwa laju massa jenis mikroalga 𝑋𝑋 terhadap waktu 𝑡𝑡 dinyatakan sebagai selisih 

antara tingkat pertumbuhan mikroalga dengan tingkat pengenceran mikroalga di dalam chemostat. 

Sementara Persamaan (2) menyatakan laju massa jenis nutrisi 𝑌𝑌 terhadap waktu 𝑡𝑡 dinyatakan 

sebagai selisih antara tingkat pengenceran massa jenis nutrisi segar yang masuk kedalam 

chemostat dengan pengenceran nutrisi terbatas dalam chemostat tersebut serta berkurang ketika 

terjadi penyerapan nutrisi oleh mikroalga.  

Asumsi lain yang dibangun dalam mengembangkan model chemostat tersebut [9] yaitu 

1. Dengan konservasi massa, laju perubahan kuota sel 𝑄𝑄 dalam sel alga terhadap waktu 𝑡𝑡 

dinyatakan sebagai selisih antara tingkat penyerapan nutrisi pada skala sel tunggal 𝑙𝑙 dengan 

tingkat konsumsi nutrisi karena pertumbuhan. Dalam model matematika dinyatakan sbb 
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𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑙𝑙𝑌𝑌(𝑡𝑡) − 𝜇𝜇𝑄𝑄    (3) 

2. Menggunakan model Droop[4] yang menyatakan tingkat pertumbuhan mikroba 𝜇𝜇 

merupakan fungsi dari kuota sel 𝑄𝑄 

𝜇𝜇(𝑄𝑄) = 𝜇𝜇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �1 − 𝑞𝑞
𝑑𝑑
�    (4) 

3. Dinamika penyerapan nutrisi lebih cepat daripada dinamika pertumbuhan sel. Sehingga 

dengan mengasumsikan 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 0, dan mensubstitusi Persamaan (4) ke Persamaan (3), maka 

diperoleh 

𝑄𝑄 = 𝑙𝑙𝑑𝑑(𝑡𝑡)
𝜇𝜇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

+ 𝑞𝑞      (5) 

4. Tingkat pertumbuhan maksimum 𝜇𝜇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 diasumsikan proporsional terhadap intensitas 

cahaya 𝐼𝐼 dalam mencapai sel-sel alga, kapasitas penyerapan cahaya oleh molekul klorofil 

yang dinyatakan sebagai koefisien redaman cahaya 𝑘𝑘, dan konstanta proporsionalitas 𝛽𝛽. 

𝜇𝜇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼     (6) 

5. Chemostat diasumsikan memiliki kedalaman 𝑧𝑧, dan sel alga terdistribusi secara homogen 

di seluruh volume chemostat karena pengadukan konstan, serta pemanfaatan hukum 

Lambert-Beer 𝐼𝐼 = 𝐼𝐼0𝑒𝑒−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑑𝑑(𝑡𝑡)�𝑧𝑧 , maka Persamaan (6) menjadi 

𝜇𝜇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑒𝑒−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑑𝑑(𝑡𝑡)�𝑧𝑧    (7) 

Kemudian Persamaan (7) disubstitusi ke Persamaan (5), diperoleh 

𝑄𝑄 = 𝑙𝑙𝑑𝑑(𝑡𝑡)

𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑒𝑒−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡)�𝑧𝑧 + 𝑞𝑞   (8) 

Selanjutnya, Persamaan (7) dan (8) disubstitusi ke Persamaan (4), sehingga diperoleh 

formula mekanistik untuk model Droop yaitu 

𝜇𝜇 = 𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑒𝑒−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡)�𝑧𝑧𝑙𝑙𝑑𝑑(𝑡𝑡)

𝑞𝑞𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑒𝑒−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡)�𝑧𝑧+𝑙𝑙𝑑𝑑(𝑡𝑡)
   (9) 

6. Karena sel mengambil nutrisi untuk menggantikan nutrisi yang hilang akibat pertumbuhan 

sel, maka tingkat penyerapan nutrisi 𝑢𝑢 sebanding dengan tingkat pertumbuhan mikroba 𝜇𝜇. 

Sehingga 

𝑢𝑢 = 𝜇𝜇𝑄𝑄     (10) 

Berdasarkan asumsi nomor 3 terhadap asumsi nomor 1, maka Persamaan (10) menjadi 

𝑢𝑢 = 𝑙𝑙𝑌𝑌(𝑡𝑡) 

Dari asumsi yang dibangun tersebut, maka model matematika yang ditunjukkan Persamaan (1) 

dan (2) berubah menjadi Persamaan (11) dan (12). 

𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑋𝑋(𝑡𝑡) � 𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑒𝑒−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡)�𝑧𝑧𝑙𝑙𝑑𝑑(𝑡𝑡)

𝑞𝑞𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑒𝑒−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡)�𝑧𝑧+𝑙𝑙𝑑𝑑(𝑡𝑡)
−𝐷𝐷�     (11) 



233  
 

Wahyuni Ningsih, Henny Purwaningsih, Rofila El Maghfiroh 

𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝐷𝐷�𝑁𝑁 − 𝑌𝑌(𝑡𝑡)� − 𝑙𝑙𝑌𝑌(𝑡𝑡)𝑋𝑋(𝑡𝑡)     (12) 

Sifat kestabilan di sekitar titik setimbang dari Persamaan (11) dan (12) ini telah dianalisis dan bisa 

dilihat secara lengkap di artikel [9]. 

3.1. Keterkontrolan 

Sebelum dilakukan pengecekan keterkontrolan sistem, terlebih dahulu Persamaan (11) dan 

(12) dibentuk menjadi matriks state space dengan mengasumsikan tingkat pengenceran 𝐷𝐷 sebagai 

variabel kendali 𝑐𝑐(𝑡𝑡). Sehingga model pertumbuhan mikroalga dalam chemostat dengan kendali 

yaitu 

𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑋𝑋(𝑡𝑡) � 𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑒𝑒−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡)�𝑧𝑧𝑙𝑙𝑑𝑑(𝑡𝑡)

𝑞𝑞𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑒𝑒−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡)�𝑧𝑧+𝑙𝑙𝑑𝑑(𝑡𝑡)
− 𝑐𝑐�    (13) 

𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑐𝑐�𝑁𝑁 − 𝑌𝑌(𝑡𝑡)� − 𝑙𝑙𝑌𝑌(𝑡𝑡)𝑋𝑋(𝑡𝑡)    (14) 

Kemudian dilakukan linearisasi sehingga diperoleh matriks state space dari Persamaan (13) dan 

(14) yaitu 

�̇�𝒙 = 𝐴𝐴(𝑡𝑡)𝒙𝒙 + 𝐵𝐵(𝑡𝑡)𝒖𝒖 

�
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

� = �
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22� �

𝑋𝑋
𝑌𝑌� + �𝑏𝑏11𝑏𝑏21

� 𝑐𝑐         (15) 

dengan  

𝑎𝑎11 = 𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑙𝑙𝑑𝑑�

𝑞𝑞𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0+𝑙𝑙𝑑𝑑�𝑒𝑒�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘
��𝑧𝑧 − 𝑣𝑣 − 𝑑𝑑�𝛽𝛽𝐼𝐼0𝑧𝑧𝑘𝑘2𝑙𝑙2𝑑𝑑�2𝑒𝑒�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘

��𝑧𝑧

�𝑞𝑞𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0+𝑙𝑙𝑑𝑑�𝑒𝑒�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘
��𝑧𝑧�

2 ; 𝑎𝑎12 = 𝑞𝑞𝛽𝛽2𝑘𝑘2𝐼𝐼02𝑙𝑙𝑑𝑑�

�𝑞𝑞𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0+𝑙𝑙𝑑𝑑�𝑒𝑒�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘
��𝑧𝑧�

2 ; 𝑎𝑎21 = −𝑙𝑙𝑌𝑌�  ; 

𝑎𝑎22 = −𝑣𝑣 − 𝑙𝑙𝑋𝑋� ; 𝑏𝑏11 = −𝑋𝑋� ; 𝑏𝑏21 = 𝑁𝑁 − 𝑌𝑌�  . 

Dimana 𝑥𝑥� = �𝑋𝑋�,𝑌𝑌��
𝑇𝑇
adalah pasangan solusi dari variabel state (𝑋𝑋,𝑌𝑌) dan 𝑣𝑣 adalah nilai solusi dari 

variabel kendali 𝑐𝑐. 

Setelah diperoleh bentuk state space dari Persamaan (13) dan (14) tersebut, selanjutnya adalah 

menentukan sifat keterkontrolannya. Keterkontrolan dilakukan melalui pembentukan suatu 

matriks 𝑀𝑀𝑐𝑐 dari sistem. Sistem dikatakan dapat dikontrol oleh suatu inputan 𝑐𝑐 (variabel kendali), 

jika 𝑟𝑟𝑎𝑎𝑟𝑟𝑘𝑘(𝑀𝑀𝑐𝑐) = 𝑟𝑟 dimana 𝑟𝑟 menyatakan ordo dari matriks 𝐴𝐴(𝑡𝑡) [15]. Matriks 𝑀𝑀𝑐𝑐 dari sistem ini 

ditunjukkan oleh Persamaan (16). 

𝑀𝑀𝑐𝑐 = � −𝑋𝑋� 𝑚𝑚1
𝑁𝑁 − 𝑌𝑌� 𝑚𝑚2

�      (16) 

dengan  

𝑚𝑚1 = −𝑋𝑋� �� 𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑙𝑙𝑑𝑑�

𝑞𝑞𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0+𝑙𝑙𝑑𝑑�𝑒𝑒�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘
��𝑧𝑧 − 𝑣𝑣 − 𝛽𝛽𝐼𝐼0𝑧𝑧𝑘𝑘2𝑙𝑙2𝑑𝑑�𝑑𝑑�2𝑒𝑒�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘

��𝑧𝑧

�𝑞𝑞𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0+𝑙𝑙𝑑𝑑�𝑒𝑒�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘
��𝑧𝑧�

2� −
𝑞𝑞𝛽𝛽2𝑘𝑘2𝐼𝐼02𝑙𝑙(𝑁𝑁−𝑑𝑑�)

�𝑞𝑞𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0+𝑙𝑙𝑑𝑑�𝑒𝑒�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘
��𝑧𝑧�

2� ; 
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𝑚𝑚2 = 2𝑙𝑙𝑌𝑌�𝑋𝑋� − 𝑣𝑣𝑁𝑁 + 𝑣𝑣𝑌𝑌� − 𝑙𝑙𝑋𝑋�𝑁𝑁 . 

Ordo matriks 𝐴𝐴 adalah 𝑟𝑟 = 2, dan rank matriks 𝑀𝑀𝑐𝑐 dapat diperoleh dengan cara menentukan 

𝑑𝑑𝑒𝑒𝑡𝑡(𝑀𝑀𝑐𝑐).  

𝑑𝑑𝑒𝑒𝑡𝑡(𝑀𝑀𝑐𝑐) = � −𝑋𝑋
� 𝑚𝑚1

𝑁𝑁 − 𝑌𝑌� 𝑚𝑚2
� ≠ 0 

Karena det (𝑀𝑀𝑐𝑐) ≠ 0 maka 𝑟𝑟𝑎𝑎𝑟𝑟𝑘𝑘(𝑀𝑀𝑐𝑐) = 2, dengan kata lain 𝑟𝑟𝑎𝑎𝑟𝑟𝑘𝑘(𝑀𝑀𝑐𝑐) = 𝑟𝑟. Sehingga dapat 

dikatakan bahwa sistem terkontrol dengan inputan 𝑐𝑐. 

3.2. Masalah Kendali Optimal 

Setelah diketahui bahwa sistem terkontrol dengan inputan c, maka selanjutnya dapat 

dilakukan kendali optimal. Pada penelitian ini, diterapkan Prinsip Minimum Pontryagin untuk 

menentukan kendali optimal 𝑐𝑐∗(𝑡𝑡) yang memenuhi kondisi 𝑐𝑐 ∈ [0,1] dan membawa sistem (15) 

dari state awal menuju state akhir atau state target dalam waktu yang minimum. State akhir pada 

penelitian ini berupa kondisi setimbang dari Persamaan (11) dan (12) yang sudah dianalisis 

kestabilannya ole Alzahrani dkk [9]. Adapun kondisi setimbang yang dimaksud adalah 

�𝑋𝑋� ≠ 0,𝑌𝑌� = 𝐷𝐷𝑁𝑁
𝐷𝐷+𝑙𝑙𝑑𝑑�

�. Berikut langkah-langkah dalam menyelesaikan masalah kendali optimal pada 

penelitian ini: 

1. Menentukan persamaan fungsi tujuan  

Fungsi tujuan pada permasalahan kendali optimal ini adalah meminimumkan waktu yang 

dibutuhkan state awal untuk menuju state akhir. Sehingga persamaan fungsi tujuannya 

yaitu 

min 𝐽𝐽 = ∫ 𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡𝑓𝑓
𝑡𝑡0

= 𝑡𝑡𝑓𝑓 − 𝑡𝑡0   (17) 

dengan 𝑡𝑡0 = 0 adalah waktu awal dan 𝑡𝑡𝑓𝑓 adalah waktu akhir yang nilainya tidak tetap 

(free).  

2. Fungsi Hamiltonian 

Fungsi Hamiltonian yang dapat dibentuk dari masalah kendali ini yaitu 

𝐻𝐻 = 1 + 𝝀𝝀𝑻𝑻𝒇𝒇(𝑋𝑋(𝑡𝑡),𝑌𝑌(𝑡𝑡), 𝑐𝑐(𝑡𝑡), 𝑡𝑡) 

dengan 

𝜆𝜆 = �𝜆𝜆1𝜆𝜆2
� ,𝑑𝑑𝑎𝑎𝑟𝑟 𝒇𝒇(𝑋𝑋(𝑡𝑡),𝑌𝑌(𝑡𝑡), 𝑐𝑐(𝑡𝑡), 𝑡𝑡) = �

𝑑𝑑𝑋𝑋
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑌𝑌
𝑑𝑑𝑡𝑡

� 

Sehingga diperoleh 

𝐻𝐻 = 1 + 𝜆𝜆1𝑋𝑋(𝑡𝑡) 𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑒𝑒−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡)�𝑧𝑧𝑙𝑙𝑑𝑑(𝑡𝑡)

𝑞𝑞𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑒𝑒−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡)�𝑧𝑧+𝑙𝑙𝑑𝑑(𝑡𝑡)
− 𝜆𝜆2𝑙𝑙𝑌𝑌(𝑡𝑡)𝑋𝑋(𝑡𝑡) + 𝑐𝑐�−𝜆𝜆1𝑋𝑋(𝑡𝑡) + 𝜆𝜆2�𝑁𝑁 − 𝑌𝑌(𝑡𝑡)��  
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3. Persamaan variabel state dan costate 

Diasumsikan untuk nilai optimal dari 𝑐𝑐(𝑡𝑡),𝑋𝑋(𝑡𝑡),𝑌𝑌(𝑡𝑡) dan 𝜆𝜆(𝑡𝑡) masing-masing 

dilambangkan sebagai 𝑐𝑐∗(𝑡𝑡),𝑋𝑋∗(𝑡𝑡),𝑌𝑌∗(𝑡𝑡), 𝜆𝜆∗(𝑡𝑡). Persamaan state dan costatenya yaitu 

o State  

�̇�𝑋∗(𝑡𝑡) = �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜆𝜆1
�
∗

= 𝑋𝑋(𝑡𝑡)� 𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑒𝑒
−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘∗(𝑡𝑡)�𝑧𝑧𝑙𝑙𝑑𝑑∗(𝑡𝑡)

𝑞𝑞𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑒𝑒−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘
∗(𝑡𝑡)�𝑧𝑧+𝑙𝑙𝑑𝑑∗(𝑡𝑡)

− 𝑐𝑐∗�  

�̇�𝑌∗(𝑡𝑡) = �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜆𝜆2
�
∗

= 𝑐𝑐∗�𝑁𝑁 − 𝑌𝑌∗(𝑡𝑡)� − 𝑙𝑙𝑌𝑌∗(𝑡𝑡)𝑋𝑋∗(𝑡𝑡) . 

o Costate 

�̇�𝜆1∗(𝑡𝑡) = −�𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑑𝑑
�
∗
  

= −�𝜆𝜆1∗ �
𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑒𝑒

−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘∗(𝑡𝑡)�𝑧𝑧𝑙𝑙𝑑𝑑∗(𝑡𝑡)

𝑞𝑞𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑒𝑒−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘
∗(𝑡𝑡)�𝑧𝑧+𝑙𝑙𝑑𝑑∗(𝑡𝑡)

+ −𝑧𝑧𝛽𝛽𝑘𝑘2𝐼𝐼0𝑒𝑒
−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘∗(𝑡𝑡)�𝑧𝑧�𝑙𝑙𝑑𝑑∗(𝑡𝑡)�2𝑑𝑑∗(𝑡𝑡)

�𝑞𝑞𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑒𝑒−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘
∗(𝑡𝑡)�𝑧𝑧+𝑙𝑙𝑑𝑑∗(𝑡𝑡)�

2 − 𝑐𝑐∗� − 𝜆𝜆2∗ 𝑙𝑙𝑌𝑌∗(𝑡𝑡)�  , 

�̇�𝜆2∗(𝑡𝑡) = −�𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑑𝑑
�
∗
  

= −�𝜆𝜆1∗
𝑑𝑑∗(𝑡𝑡)𝑙𝑙𝑞𝑞�𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑒𝑒

−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘∗(𝑡𝑡)�𝑧𝑧�
2

�𝑞𝑞𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑒𝑒−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘
∗(𝑡𝑡)�𝑧𝑧+𝑙𝑙𝑑𝑑∗(𝑡𝑡)�

2 − 𝜆𝜆2∗(𝑙𝑙𝑋𝑋∗(𝑡𝑡) + 𝑐𝑐∗)� . 

Karena tipe dari sistem pada penelitian ini berupa free-final time and fixed-final state 

system, maka kondisi batasnya yaitu 

𝑋𝑋∗(𝑡𝑡0) = 𝑋𝑋(𝑡𝑡0);   𝑌𝑌∗(𝑡𝑡0) = 𝑌𝑌(𝑡𝑡0);  𝑋𝑋∗�𝑡𝑡𝑓𝑓� = 𝑋𝑋�;   𝑌𝑌∗�𝑡𝑡𝑓𝑓� = 𝑌𝑌�.  

Dan karena fungsi tujuannya hanya terdiri dari persamaan Lagrange, maka kondisi 

batasnya yang lain yaitu 

[𝐻𝐻∗]𝑡𝑡𝑓𝑓 = 0 

4. Kondisi optimal 

Dengan menerapkan prinsip Pontryagin, kondisi optimal dapat diperoleh melalui berikut 

𝐻𝐻(𝑋𝑋∗(𝑡𝑡),𝑌𝑌∗(𝑡𝑡), 𝑐𝑐∗(𝑡𝑡), 𝜆𝜆1∗(𝑡𝑡), 𝜆𝜆2∗(𝑡𝑡), 𝑡𝑡) ≤ 𝐻𝐻(𝑋𝑋∗(𝑡𝑡),𝑌𝑌∗(𝑡𝑡), 𝑐𝑐(𝑡𝑡), 𝜆𝜆1∗(𝑡𝑡),𝜆𝜆2∗(𝑡𝑡), 𝑡𝑡) 

yang dapat disederhanakan menjadi 

𝑐𝑐∗𝑠𝑠∗(𝑡𝑡) ≤ 𝑐𝑐𝑠𝑠∗(𝑡𝑡) 

       = min
𝑐𝑐(𝑡𝑡)∈[0,1]

{𝑐𝑐𝑠𝑠∗(𝑡𝑡)}. 

Dimana 𝑠𝑠∗(𝑡𝑡) = −𝜆𝜆1∗𝑋𝑋∗(𝑡𝑡) + 𝜆𝜆2∗�𝑁𝑁 − 𝑌𝑌∗(𝑡𝑡)� adalah fungsi switching. 

5. Kendali bang-bang 

Kendali bang-bang ini dilakukan sebagai akibat dari persamaan Hamiltonian yang linear 

terhadap variabel kendali 𝑐𝑐(𝑡𝑡) [22]. Atau dengan kata lain, tidak dapat ditentukan secara 
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eksplisit persamaan kendali optimal 𝑐𝑐∗(𝑡𝑡) dari 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑐𝑐

= 0. Sehingga, mengacu pada 𝑠𝑠∗(𝑡𝑡), 

variabel kendali optimal 𝑐𝑐∗(𝑡𝑡) berbentuk fungsi signum sebagai berikut: 

𝑐𝑐∗(𝑡𝑡) = �
1               𝑗𝑗𝑗𝑗𝑘𝑘𝑎𝑎 𝑠𝑠∗(𝑡𝑡) < 0
𝑐𝑐(𝑡𝑡)         𝑗𝑗𝑗𝑗𝑘𝑘𝑎𝑎 𝑠𝑠∗(𝑡𝑡) = 0
0               𝑗𝑗𝑗𝑗𝑘𝑘𝑎𝑎 𝑠𝑠∗(𝑡𝑡) > 0

 

atau dapat ditulis dalam bentuk compact sebagai 

𝑐𝑐∗(𝑡𝑡) = −𝑠𝑠𝑠𝑠𝑟𝑟{𝑠𝑠∗(𝑡𝑡)} 

Ketika 𝑠𝑠∗(𝑡𝑡) = 0, maka nilai 𝑐𝑐∗(𝑡𝑡) diperoleh dengan cara 𝑑𝑑𝑠𝑠
∗(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 0, yaitu 

𝑐𝑐∗(𝑡𝑡) = 1
𝜆𝜆1∗
�
𝜆𝜆1
∗𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑒𝑒

−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑋𝑋∗(𝑡𝑡)�𝑧𝑧𝑘𝑘𝑙𝑙�𝑋𝑋∗(𝑡𝑡)𝑙𝑙𝑧𝑧�𝑌𝑌∗(𝑡𝑡)�
2

+�𝑁𝑁−𝑑𝑑∗(𝑡𝑡)�𝑞𝑞𝛽𝛽𝐼𝐼0𝑒𝑒
−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘∗(𝑡𝑡)�𝑧𝑧�

�𝑞𝑞𝛽𝛽𝑘𝑘𝐼𝐼0𝑒𝑒−�𝜎𝜎+𝑘𝑘𝑘𝑘
∗(𝑡𝑡)�𝑧𝑧+𝑙𝑙𝑑𝑑∗(𝑡𝑡)�

2 + 𝜆𝜆2
∗(𝑙𝑙𝑌𝑌∗(𝑡𝑡) − 𝑙𝑙𝑁𝑁)� (18) 

Masalah kendali bang-bang ini tidak dapat diselesaikan secara analitik. Sehingga 

penyelesaiannya menggunakan metode numerik dengan bantuan toolbox ICLOCS2[21]. 

3.3. Simulasi Numerik 

Simulasi ini dilakukan dengan tujuan untuk membandingkan perilaku sistem dengan dan 

tanpa kendali optimal. Adapun nilai parameter yang digunakan untuk simulasi numerik 

ditunjukkan oleh Tabel 1 dengan catatan bahwa 𝑁𝑁, 𝑞𝑞,𝑋𝑋(𝑡𝑡), dan 𝑌𝑌(𝑡𝑡) dinormalisasi oleh massa 

jenis air �1 𝑔𝑔
𝑐𝑐𝑚𝑚3� untuk mendapatkan massa jenis relatif (non-dimensional). 

Tabel 1. Nilai Parameter [9] 
Parameter Definisi Nilai Satuan 

𝐷𝐷 Tingkat Pengenceran 0.24 Per hari 

𝑘𝑘 Koefisien redaman cahaya 0.032 Per cm 

𝛽𝛽 Konstanta proporsionalitas 10 𝐽𝐽−1𝑐𝑐𝑚𝑚3 

𝜎𝜎 Kekeruhan 0.1 Per 𝑐𝑐𝑚𝑚 

𝑧𝑧 Kedalaman chemostat 8 𝑐𝑐𝑚𝑚 

𝑙𝑙 Tingkat penyerapan nutrisi oleh sel 

alga secara individu 

0.2 Per hari 

𝐼𝐼0 Radiasi  50 𝐽𝐽. 𝑐𝑐𝑚𝑚−2 per hari 

𝑁𝑁 Massa jenis nutrisi stok 1 Non dimensional 

𝑞𝑞 Kuota subsisten 0.05 Non dimensional 

 

Dengan nilai kondisi awal 𝑋𝑋(0) = 0.01 dan 𝑌𝑌(0) = 0.01, maka grafik model pertumbuhan 

mikroalga dalam chemostat tanpa kendali optimal ditunjukkan pada Gambar 1.  
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Gambar 1. Grafik model pertumbuhan mikroalga dalam chemostat tanpa kendali optimal 

Dengan menggunakan nilai parameter pada Tabel 1, maka kondisi setimbang yang stabil 

dari Persamaan (11) dan (12) yaitu 𝑋𝑋� ≈ 10.05 , dan 𝑌𝑌� ≈ 0.1067. Kondisi setimbang dari massa 

jenis mikroalga ini dicapai pada waktu kurang lebih 22 hari. Dengan kata lain, sejak hari ke - 22, 

massa jenis mikroalga dalam chemostat mulai stabil dan tidak ada laju perubahan dari waktu ke 

waktu. Massa jenis mikroalga selama proses kulturisasi didalam chemostat akan bernilai konstan 

sejak hari ke-22. Selanjutnya dilakukan simulasi numerik untuk model pertumbuhan mikroalga 

dalam chemostat dengan kendali optimal. Grafik model pertumbuhan mikroalga dalam chemostat 

dengan kendali optimal ditunjukkan pada Gambar 2.  

 
Gambar 2. Grafik model pertumbuhan mikroalga dalam chemostat dengan kendali optimal 

Pada Gambar 2, terlihat bahwa kondisi setimbang dari massa jenis mikroalga dicapai pada 

waktu kurang lebih 9 hari. Hal ini menunjukkan bahwa massa jenis mikroalga dalam chemostat 

mencapai kondisi setimbang dalam waktu relatif lebih singkat saat diberi kendali optimal. Jika 

dibandingkan dengan sebelum diberi kendali optimal, massa jenis mikroalga dalam chemostat 

dapat mencapai kondisi setimbang 40.9% lebih cepat saat diberi kendali optimal. Sementara itu, 

profil kendali bang-bang untuk variabel 𝑐𝑐(𝑡𝑡) ditunjukkan pada Gambar 3.  



238  
 

Kendali Optimal Model Pertumbuhan Mikroalga dalam Chemostat 

 
Gambar 3. Profil nilai kendali optimal (kendali bang-bang) 

Pada Gambar 3 tersebut terlihat bahwa perilaku kendali optimal berupa tingkat pengenceran 

ini mencapai nilai maksimum diawal yaitu 1. Namun, ketika mendekati hari ke-2, nilainya 

mengalami perubahan (switching) secara drastis menuju 0. Hasil ini menunjukkan bahwa upaya 

pemberian tingkat pengenceran harus dilakukan secara maksimal diawal, sehingga mengakibatkan 

laju massa jenis nutrisi meningkat tajam. Lalu kondisi ini dimanfaatkan untuk penyerapan nutrisi 

oleh mikroalga secara individu. Sehingga ketika tingkat pengenceran langsung berubah menuju 0, 

laju massa jenis mikroalga meningkat lebih cepat dan mencapai kondisi setimbang dalam waktu 

relatif lebih singkat. Jika sebelum diberi kendali optimal, massa jenis mikroalga membutuhkan 

waktu sekitar 22 hari untuk mencapai setimbang, maka ketika diberi kendali optimal, massa jenis 

mikroalga hanya membutuhkan waktu sekitar 9 hari untuk mencapai kondisi setimbang.  

 

4 Simpulan  

Berdasarkan hasil dan pembahasan, dapat disimpulkan bahwa penerapan Prinsip Minimum 

Pontryagin dalam menyelesaikan masalah kendali optimal model pertumbuhan mikroalga dalam 

chemostat berjalan dengan baik. Upaya pemberian kendali optimal berupa tingkat pengenceran 

dapat meminimumkan waktu yang dibutuhkan state awal untuk menuju state akhir secara optimal. 

Sehingga hal ini menjadikan kulturiasasi mikroalga dalam chemostat mencapai kondisi setimbang 

dalam waktu relatif lebih cepat dibanding sebelum diberi kendali optimal. Meskipun penelitian ini 

hanya melalui analisis model matematikanya, tapi tidak menutup kemungkinan untuk dapat 

dijadikan acuan dalam masalah kendali optimal kulturisasi mikroalga dalam chemostat. 
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