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Keterbatasan Operator Riesz di Ruang Morrey
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Abstrak

Dengan menggunakan transformasi Fourier, didefinisikan operator
(—A)_%,O < a < n, yang dikenal sebagai operator Riesz atau operator
integral fraksional I, , yaitu I, := (=A)"2,0 < a < n. Dalam makalah
ini akan diperlihatkan bahwa aksi dari operator tersebut bersifat terbatas
dari ruang LP(R"™) ke ruang L?(R™) jika dan hanya jika dengan % — % =2
dengan 1 < p < q < oco. Selanjutnya diperlihatkan juga bahwa operator

tersebut terbatas di ruang perumumannya, khususnya di ruang Morrey.

Kata Kunci: Operator Riesz, ruang Lebesgue, ruang Morrey

1. Pendahuluan

Diasumsikan f € S, dengan S adalah himpunan fungsi yang terdiferensialkan tak
hingga kali di R™. Transformasi Fourier dari fungsi f dinotasikan dengan f”\, dan
didefinisikan oleh

M= [ fla)e **"dx, VEER"
Rn
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n_ 92
Jika Af menotasikan Laplacian dari f yang didefinisikan oleh Af := Z %,
x
j=1

maka untuk suatu & € R”, berlaku (—Af)"(€) = 4x2|¢|2 £/ (€), lihat ([5], halaman
308). Oleh karena itu melalui persamaan ini didefinisikan untuk 0 < a < n,

((=A)"2£)"(&) = (2mg])=* f"(€), untuk setiap £ € R™.
Karena (—A)~% f = (—A)~% )Y = (@rle) =) dimana (—A)~% )™
adalah invers transformasi Fourier dari ((—A)~% f)", maka untuk suatu z € R”,

vy T(5) ()
(Crleh )" (@) 5/,

2
- 2a7ET( x —y|ne

Uraian dari invers transformasi tersebut dapat dilihat pada ([5], halaman 367)
atau ([7], halaman 123). Menurut Stein (lihat [2], halaman 117), dituliskan bahwa

I.f:=(-A)"%f0<a<n

Jadi
a fnf@) = o [ T )
¢ " T(a) Jgn |z —y|ne Y
dengan 39er(a)
A =y

I, pada Persamaan 1 selanjutnya dinamakan sebagai operator Riesz atau operator
integral fraksional.

Dalam makalah ini akan dilihat bagaimana aksi dari operator tersebut jika
dikenakan di ruang LP = LP(R™) dan ruang perumumannya, khususnya di ruang
Morrey. Adapun notasi LP = LP(R™), 1 < p < oo disebut juga ruang Lebesgue,
yaitu himpunan kelas-kelas ekuivalen fungsi sedemikian sehingga || f|| »gn) < 00,
atau dapat ditulis LP(R™) := {f : || fllzrn) < oo} dengan || f|lrr@ny = |Ifllp
adalah norm dari f dan didefinisikan oleh |f||, = ([g. |f(2)[Pdz)'/? , untuk
setiap € R™. Sedangkan norm dari f untuk p = oo didefinisikan oleh || f||oc :=
esssup{|f(x)| : © € R"} dengan esssup{|f(z)| : z € R"} merupakan batas atas
terkecil esensial dari | f].

Diawali dari suatu proposisi mengenai operator I, di ruang LP(R"™), dapat
diperlihatkan bahwa melalui operator dilasi yang dikenakan pada opertor I, diper-
oleh suatu syarat perlu dari keterbatasan operator I, di ruang LP(R™). Kemu-
dian dengan menggunakan fakta keterbatasan fungsi maksimal atau ketaksamaan
Hardy-Littlewood di ruang LP(R™) dapat ditunjukan juga bahwa operator I, meru-
pakan operator yang terbatas dari L?(R") ke L9(R") asalkan § — & = & dengan
1 < p < q < oo. Selanjutnya dengan menggunakan ketaksamaan Fefferman-Stein,
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dapat ditunjukan bahwa operator maksimal juga terbatas di ruang perumuman-
nya, khususnya di ruang Morrey. Berdasar pada fakta ini, akhirnya diperoleh hasil
bahwa operator I, juga terbatas di ruang perumumannya, yakni terbatas di ruang
Morrey.

2. Keterbatasan Operator [, di Ruang Lebesgue

Pertama-tama akan kita lihat aksi dari operator I, ini di ruang LP(R"™) yang
mempunyai sifat bahwa operator tersebut terbatas dari LP(R™) ke L?(R™) hanya
jika % — % = 2. Untuk melihat sifat ini kita pandang suatu operator dilasi 75 yang
didefinisikan untuk 6 > 0 oleh 75f(z) := f(dx). Maka dapat dinyatakan suatu
lemma berikut,

Lemma 2.1

@ sty =0""Iflp
T571Iaf = 5iala7571f

—
=
~—~

Bukti:
(a).

175 f 1l

</"(Téf(x))pdx)l/p B (/ ,L(f(éa:))dey/p

= 5Ufll



30 Keterbatasan Operator Riesz di Ruang Morrey

L
I'(a)
1

= 7/3@ Ig —y| 7" fy)dy

To-1laf(z) = 751 [ /n [z —y[7" T f(y)dy

o)
= [l )y
— i L e ay
— i [ ey sy
= e L ey )y
= Iy f(2) m

Akibat dari Lemma 2.1 tersebut diperoleh syarat perlu keterbatasan fungsi mak-
simal di ruang LP(R™) yang dinyatakan dalam proposisi berikut.

Proposisi 2.2 Jika ketaksamaan

Hafllg < Allflp,  0<a<n (2)

1 1 «
dipenuhi untuk setiap f dan untuk suatu konstanta A, maka — — — = — .
p

q n

Bukti:
Akibat dari Lemma 2.1 bagian (a), dapat ditulis ||75-114f|, = 6™/9||I f||, bahwa
sehingga diperoleh

HIaf”q =0q ”75*1]&]0”!1

Menurut Lemma 2.1 bagian (b), 75-11, f(x) = 6~ *I,7s-1 f(z), maka diperoleh

Hafllg =051 Lafllg =6 516" Lars—1 fllg = 65 | Lams-1 fllq

Karena Ketaksamaan 2 dipenuhi, maka diperoleh untuk suatu konstanta A
(dalam hal ini A dapat diasumsikan sebagai konstanta terkecil yang memenuhi 2)

||Iaf||q < A(Si%ia”Té*lqu (3)

Menurut Lemma 2.1 bagian (a), ||7s-1f|l, = 64]/f|l,- Jadi Ketaksamaan 3
dapat ditulis

n_n

Hafllg < A67% 5% fllq (4)
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Ini mungkin hanya jika L O’
p g

Diamati lebih lanjut, syarat cukup untuk proposisi tersebut juga dapat

dipenuhi. Namun untuk kasus p = 1, (maka ¢ = ") dan ¢ = 8, (maka p = )

n—o
gagal untuk dapat dipenuhi, lihat (2], halaman 119). Oleh karena itu, setelah
melalui pengamatan ini dapat diformulasikan teorema positifnya, yang disebut teo-

rema Hardy-Littlewood-Sobolev. Persisnya kita mempunyai suatu teorema berikut.

1 1
Teorema 2.3 (Hardy-Littlewood-Sobolev) Jika — = — — L dan 1 < p<qg<oo
p qa n
dengan 0 < o < n, maka
111 Npan) < Apgllfllza@n)

Sebelum membuktikan Teorema 2.3 tersebut, pertama-tama perhatikan bebe-
rapa definisi, sifat dan fakta yang ada sebagai konsep yang mendasarinya. Se-
belumnya, didefinisikan fungsi maksimal Hardy-Littlewood,

1 n
M= e, u(B(w,R))B(/R) ol ek

dengan f € L}OC(R"), yaitu fungsi terintegralkan secara lokal di R", dan
u(B(z, R)) adalah ukuran Lebesgue B(z, R) di R™. Dalam hal ini B(R) = B(z, R)
adalah bola buka di R™ yang berpusat di titik z € R™ dengan radius R > 0, yaitu
B(z,R) := {y € R" : |z — y| < R}, untuk setiap € R” dan R > 0. Selanjutnya
teorema Hardy-Littlewood berikut, yang menyatakan bahwa operator maksimal M
tersebut terbatas di ruang LP(R™), lihat [8].

Teorema 2.4 (Hardy-Littlewood) Jika 1 < p < oo dan f € LP, maka M f € LP
dan | M f|[p < Cpnllfllp-

Definisi 2.5 Fungsi f di R™ disebut fungsi radial jika nilai f(x) hanya bergantung
pada |x| untuk z € R™.

Lemma 2.6 Misalkan 1 fungsi non negatif di R™. Jika ¢ fungsi radial yang
turun, maka

sup{lf (o) >0 < M) [y

dengan M f merupakan fungsi maksimal dan 1, = t_”i/)(%)
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Bukti:
Lihat ([3], halaman 57)

Lemma 2.7 Jika f fungsi radial, maka

flx) de = wn,l/f(r)rnfl dr, reR"
e 0
d orn/2
engan wWy_1 = —
INC)

Lihat ([5], halaman 407).

Lemma 2.8 Misalkan ¢(y) = |y\*’“><B(R)(g,/)7 y € R" dan y # 0. Maka untuk
setiap R >0 dan 0 < k < n,

(i). & adalah fungsi turun secara radial

(ii). ¢ terintegralkan

Bukti:

(1). Ambil 41, y2 dengan 0 < |y1| < |y2| < R, maka |y1|=" > |y2|~". Karena
XB(r)(y) = 1 untuk setiap y € B(R), sehingga diperoleh xp(r)(y1) =

XBr)(y2) = 1. Jadi ¢(y1) = 11l xR (W1) = [v2l " xB(R) (42) = D(y2).
Ini berarti ¢(y) adalah fungsi turun secara radial untuk setiap y € R™.

ot dy = [ Wl xam) dy= [ ity

lyl<R

R
:/ /\rrkr”*ldr d
fesSn—1
0
1 r=R
()
pcsSn—1 n—=k r=0

Rn—k n—k
- / dn="1 / a6
pesn—1 n—=k n—=k pcsn—1

Rr—F _ Rr—F 271'”/2
T D)

Rn

< 00 [ |
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Lemma 2.9 Misalkan ¥(y) = |y\*’“XcB(R) (y) dengany € R™,y # 0 dan R > 0.
Jika 0 < k <n dan n —kp' <0, maka ¢ € LP'

Bukti

| wwra

Jadi ¢ € LP'.

/ | 191X ()1 dy

/ W17 X, ()l

/ ly| =+ dy

ly|>®R

/ </ |rkp/r"1dr> do
pesn—1 \J%

1 , =00
/ (/w’w > df,n—kp' <0
gesn—1 \ 1 — kp —

Rn—kp/ n—kp’
/ a0="2",
kp' —n Jocsn— kp' —n
Rnfkp' 27Tn/2
kp' —nT(n/2)

n—1

< o0

Selanjutnya kita lihat pembuktian Teorema 2.3 sebagai berikut,
Untuk R > 0 dapat dituliskan bahwa

(f*- 17" (=)

/ f(z— y)lyl*"dy

RTL

/ flz—y)ly|*"dy + / flz—y)lyl* "dy
lyl<R ly|>R

Perhatikan suku pertama Persamaan 5, dapat ditulis menjadi

/| S = (1 ) @)

dengan

1, jika y € B(R)

XB(R)(y) =

0, jika y¢ B(R)

()

Dan menurut Definisi 2.5, jika dimisalkan ¢(y) = [y|*~"xp(r)(y) maka ¢ meru-
pakan fungsi radial. Berdasarkan Lemma 2.8 diperoleh bahwa ¢ adalah fungsi
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turun yang terintegralkan. Akibatnya menurut Lemma 2.6, jika ¢ = t7"¢(x/t),
maka

[f*o(@)| = [f* ()] < sup{|f"du(z)] : ¢ > 0}
< Mf@) [ oy
= C1R*“Mf(x), (¢ terintegralkan) (6)

untuk suatu bilangan real C;.
Suku kedua dari Persamaan 5 dapat dituliskan menjadi

/ Fla=p)yl* "y = (f*] - 1°"XCnm ¥)) (@) = /f(w—y)\yla‘"XCB(R) (y)dy
ly|>R

dengan
1, jika ye CB(R)
XCg(r) (y) = B
0, jika y ¢ Cpr)

Oleh karena itu dapat ditulis

‘ / f(@ -yl dy
[y| >R

= ’/f(x = YI* " X (¥)dy

IN

176 = 9l "X )y

Misalkan v = —y, maka dapat ditulis

/ F (@ — )91 " X () dy = / £+ D)l "X (1) i

Jadi menurut ketaksamaan Holder diperoleh

‘ / fla— gyl rdy| < / £+ 2)ul® "X (0)] du
ly|>R

[ alul® "X (W

[ 4allp el XCp 0 (W)l

111 Y1 ™" Xm ey W)l

1l (7)

IN

dengan ¢ = | - 1“T"XCpn)-
Perhatikan Lemma 2.9 jika k =n — a , maka

/

kp’—n:(n—n+n)p’—n:n(p>>O.
q p q
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Akibatnya diperoleh n — kp’ < 0. Sehingga menurut Lemma 2.9, dapat dikatakan
bahwa ¢ € L*". Oleh karenanya dapat dipandang untuk suatu bilangan real Cy

[l = C2R™™/ (®)

Dengan demikian Ketaksamaan 7 menjadi

/ @ — y)lyl*"dy| < CoR=| 1], (9)
ly|>R

untuk suatu bilangan real C5. Dari Persamaan 5, 6 dan 9 diperoleh
|(f*]-1*7")(@)] < CLR*M f (@) + Col| fll, R/ < A[R*M f(x) + || fll, R/
dimana A = max{Cy,Cs}.

Selanjutnya pilih R sehingga R*M f(z) = || f|l,R~"/9 atau R~"/? = M)

ATy
Jadi jika dipilih R="/? = ¢ ]{’ﬁ:), maka

(1127 ()] < A[M f ()P £1l,

Sehingga diperoleh

£ = (I @)

[ CApes@pre ey o
Al f Qs

Allf Il 1M F I
A1 = ClAl

IN

IN

IN

IN

untuk suatu konstanta C' yang tergantung pada p, q.
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa

LA 1 Lo @ny < Apgll fllza@m)

3. Keterbatasan Operator I di Ruang Morrey

Ruang Morrey LP*(R™) pertama kali diperkenalkan oleh C.B. Morrey pada tahun
1938 dalam suatu jurnal matematika dengan judul on the solutions of quasi linear
elliptic partial differential equations. Selanjutnya ruang Morrey banyak ditemukan
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pada saat mempelajari perilaku operator Schrodinger dan teori potensial. Tujuan
utama kita dalam pembahasan pada bagian ini, akan menunjukan bahwa operator
I, juga terbatas di ruang Morrey LP*(R") ke L9*(R") asalkan % — % = 5
dan 0 < A < n — ap. Adapun ruang Morrey itu sendiri didefinisikan sebagai
himpunan semua fungsi f yang terintegralkan secara lokal pada R"™, yaitu seperti

yang dinyatakan dalam definisi berikut,

Definisi 3.1 Untuk 1 < p < oo dan 0 < X\ < n, ruang Morrey LP(R™) didefin-
isikan oleh

LPAR™) = {f € Lj (R™) ¢ [|fll por mmy < +00}

dengan

1/p
Il ®) = s ([ i@ )

Dalam hal ini notasi B = B(z, R) merupakan bola buka berdimensi n dengan
pusat x € R™ dan berjari-jari R > 0, yaitu B(z,R) := {y € R" : |x — y| < R}.
Untuk setiap bola B = B(z, R) berdimensi n ini dipunyai suatu fakta bahwa

|B| < CR" (10)

dimana n adalah suatu bilangan dimensi yang tetap dan C adalah konstanta yang
tidak bergantung pada x dan R, dengan |B| menyatakan ukuran Lebesgue dari
B, lihat ([5], halaman 3). Dari fakta 10 tersebut dapat dinyatakan suatu lemma
berikut.

Lemma 3.2 Untuk setiap o > 0, maka berlaku fB R Wdy < CR® untuk
suatu konstanta real C'.

Bukti:
Jika n < « , maka jelas bahwa menurut fakta (
CR“. Sekarang jika n < a, maka

fBzR) |z— y\" ady - |B| <

1 = 1
[ty <Y s
B(z,R) |z —yl =0 |z -yl
2-i—-1R<|z—y|<27IR
- - —Jj
< Y el B R
7=0
> (2(j+1)(nfa) iy
< - C(@277'R)"
- Z Rn—a ( )

<.
Il
o

= CZTajRa = CR®
=0
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Selanjutnya sebelum diperlihatkan suatu fakta yang menyatakan bahwa oper-
ator I, juga terbatas di ruang Morrey, yakni dari LP*(R™), ke L%*(R™), terlebih
dahulu disajikan suatu ketaksamaan Fefferman-Stein yang buktinya dapat dilihat
di ([3], halaman 53).

Teorema 3.3 (Fefferman-Stein) Misalkan w adalah fungsi tak negatif dan f
adalah fungsi terintegralkan secara lokal di R™. Maka terdapat Cp > 0 sedemikian
sehingga

| Ms@Pet) da <6, [ 7@ Mula) da

Dengan menggunakan ketaksamaan Fefferman-Stein ini diperoleh suatu fak-
ta bahwa operator maksimal juga terbatas di ruang Morrey. Seperti dinyatakan
dalam teorema berikut,

Teorema 3.4 (Chiarenza-Frasca) Misal 1 < p < oo dan 0 < X\ < n. Maka
1M fllLer < C|lfllper, untuk suatu konstanta C yang tidak bergantung pada f.

Bukti:
Menurut ketaksamaan yang dinyatakan dalam Teorema 3.3, maka

| s@ine) de<c [ 15@pon) i ()
untuk suatu fungsi f dan x yang tak negatif. Ambil f € LP*, dan y adalah fungsi

karakteristik pada bola Br = B(zo, R). Maka menurut Ketaksamaan 11 di atas
diperoleh

A k+1 A A
J, mr@r dxscnﬂip,k{ +3 G T 2 }gcm;w

Jadi didapat
1
1 D
(/ IMf(x)Ip> < s,
Rp Br

untuk suatu konstanta C [ R

Berdasarkan pada fakta keterbatasan fungsi maksimal M f di ruang Morrey,
maka dapat dibuktikan suatu pernyataan teorema berikut, bahwa operator integral
fraksional I, juga terbatas di ruang Morrey.

. . 1 1 (0% n
Teorema 3.5 (Chiarenza-Frasca) Jika — = — — v O<a<n, 1<p<-—
n— @

dan 0 < XA <n —ap. Maka terdapat Cp, ; > 0 sedemikian sehingga

Hafllpar < Gy,
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Bukti:
Misalkan f € LP*, dan f # 0, maka untuk » € R™ dan r > 0 tuliskan I, f(z) :=
I(z) + Ix(x), dengan

Ii(z) == / 1) dy, dan Iy(z) = / |zf(y) dy

I*y|"7a 7y‘n7a
lz—y|<R le—y|>R

Untuk I (z) diperoleh

neis [ A g<c " (@FR)*Mf(2) dy < CROM f(2)

-yl

lz—y|<R k=—co

Sementara itu, untuk I»(z) diperoleh

A—n

71 f e

fy a—n A a
‘I2(37)| < / |SC|<’IJ|7)1°‘ dy < CR s T3 ||f||p’)\ < CR +
lz—y|>R

Sehingga untuk setiap z € R dan R > 0 diperoleh

Taf (@) < C (RM (@) + R f 1) (12)

Mf(x)

1f 1l Lo
nya ke dalam Ketaksamaan 12, sehingga didapat

n—>A\
Selanjutnya dengan memilih Ry = ( ) > 0 dan mensubstitusikan-

n—

L f(2)] < C(Mf(@) T fI75 < C(MF@) T [1£],0

Dengan menggunakan fakta bahwa fungsi maksimal terbatas di LP*, maka
diperoleh ketaksamaan

HafllLar < ClIfllLea

untuk suatu konstanta C' yang hanya tergantung pada p dan q. |

Perhatikan bahwa jika A = 0 maka LPO(R™) = LP(R"). Ini berarti akan
diperoleh kembali keterbatasan I, dari LP(R™) ke LZ(R™). Sedangkan jika A = n,
maka diperoleh LP-*(R") = L>°(R"). Dalam hal A = n ini, keterbatasan operator
I, dari LP(R™) ke L9(R™) menjadi tidak berlaku, seperti yang ditunjukan dalam
([2], halaman 119).
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4. Kesimpulan

Melalui operator dilasi yang dikenakan terhadap operator integral fraksional, dan
dengan adanya fakta keterbatasan fungsi maksimal di ruang LP(R"™), diperoleh
fakta bahwa untuk 0 < a < n, operator integral fraksional I, yang didefinisikan

sebagai
1 fy)
I, f(x) := / dy
() I'o) Jpn |2 —y|"—e
merupakan operator terbatas dari LP(R™) ke L?(R™) dengan % — % = 2 dan

1 < p < g < co. Persisnya kita mempunyai ketaksamaan

Hafll < CpgllFlls

. . 1 _
jika dan hanya jika i > dan 1 <p<gq<oo.

1
q

Selanjutnya di ruang perumumannya, khususnya di ruang Morrey LP*, (R™),
dengan menggunakan ketaksamaan Fefferman-Stein diperoleh fakta bahwa opera-
tor maksimal juga terbatas di ruang perumumannya. Akibatnya dengan meman-
faatkan fakta ini diperoleh hasil bahwa operator integral fraksional I, juga ter-
batas di ruang perumumannya, yaitu I,, terbatas dari ruang LP*(R") ke L9 (R")

1

dengan%—;zﬁdanogx\<n—ap.
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