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Abstrak

Integral Cavalieri-Wallis dan integral Porter-Wallis adalah suatu konsep
baru dalam Matematika, dibangun berdasarkan konsep indivisible yang
dikembangkan oleh Cavalieri dan Wallis. Metode indivisible adalah
pemikiran tentang area di bawah kurva sebagai jumlah dari seluruh garis
vertikal yang sejajar, yang ada di bawah kurva. Integral Cavalieri-Wallis
dan Porter-Wallis dibangun melalui pendekatan limit dari jumlahan tinggi
kurva pada masing-masing subinterval. Pada makalah ini dikaji bagaimana
membangun integral Cavalieri-Wallis dan integral Porter-Wallis dan sifat-
sifatnya, serta keterkaitan antara kedua integral tersebut dengan integral
Riemann. Dalam kenyataannya, setiap fungsi yang terintegral Riemann
pasti terintegral Cavalieri-Wallis dan Porter-Wallis.

Kata Kunci: integral Cavalieri- Wallis, integral Porter-Wallis, integral Rie-
mann, metode indivisible.
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1. Pendahuluan

Integral Riemann adalah integral yang paling banyak digunakan untuk menyele-
saikan persoalan matematika, baik dalam matematika murni maupun aplikasinya.
Akan tetapi terdapat kekurangan pada integral Riemann, yaitu terdapat kelas
fungsi terintegral Riemann yang relatif kecil, karena dibatasi oleh kekontinuan
atau kekontinuan sepotong-sepotong dan operasi limit sering kali menemui kesuli-
tan yang tidak dapat ditangani. Hal ini menyebabkan munculnya banyak teori
integral yang baru. Bronislaw Czarnocha dan Vunda Prabhu dalam ”Indivisi-
bles in Contemporary Calculus”[?], memunculkan suatu integral baru yang belum
banyak dibahas, yaitu integral Cavalieri-Wallis dan integral Porter-Wallis. Dalam
kedua integral itu, penghitung-an luas area dilakukan dengan metode indivisible.
Metode Indivisible adalah suatu pemikiran tentang area di bawah kurva sebagai
jumlah dari seluruh garis vertikal yang sejajar, yang ada di bawah kurva.

2. Integral Riemann

Sebelum di bahas mengenai kaitan antara integral Cavalieri-Wallis dan integral
Porter-Wallis dengan integral Riemann, terlebih dahulu akan di bahas mengenai
integral Riemann.

Integral Riemann adalah integral dengan fungsi terbatas f yang didefinisikan
pada interval tertutup terbatas [a,b]. Partisi dari [a,b] adalah P yaitu koleksi
terbatas dari titik-titik di [a,b] sedemikian hingga a = zo < 21 < -+ < xp = b.
Titik-titik ini membagi [a, b] menjadi sub interval I, = [xp—1,zk], K =1,2,--- ,n.

Diberikan f : I — R adalah fungsi terbatas pada I dan P := (zg,z1," - , k)
adalah partisi dari I. Untuk £ =1,2,--- ,n, didefinisikan

mi = inf{f(x):z € [rr_1,xk]}
My = sup{f(z):x € [xp_1,2]}

Jumlahan bawah (lower sum) dari f terkait dengan P partisi didefinisikan
sebagai

L(P; f) =Y my(zx — zx-1)

k=1

Jumlahan atas (upper sum) dari f terkait dengan P partisi didefinisikan seba-
gal

Uv(‘P7 f) = ZMk(xk — l’k,l)
k=1
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Misal P(I) menotasikan koleksi semua partisi dari interval I. Jika f: I — R
terbatas, maka masing-masing partisi P dalam P(I) menentukan dua bilangan
yaitu jumlahan bawah L(P; f) dan jumlahan atas U(P; f).

Berikut ini akan diberikan definisi integral atas dan integral bawah.

Definisi 2.1 [1] (R.G. Bartle dan D.R. Sherbert, hal.233) Diberikan I := [a, D]
dan f : I — R adalah fungsi terbatas. Integral bawah dari f pada I adalah

L(f) :=sup{L(P, f) : P e P(I)}
Integral atas dari f pada I adalah
U(f) = sup{U(P.f) : P € P(1)}

Definisi 2.2 [1] (R.G. Bartle dan D.R. Sherbert, hal.234) Diberikan I := [a, D]
dan f : I — R adalah fungsi terbatas, maka f dikatakan terintegral Riemann pada
I jika L(f) = U(f). Integral Riemann dari f pada I didefinisikan sebagai nilai
dari L(f) = U(f), dan dinotasikan oleh

/b f  atau /b f(x) dz

Kaitan antara integral Cavalieri-Wallis dan integral Porter-Wallis dengan in-
tegral Riemann akan dicari melalui jumlahan Riemann. Oleh karena itu di bawah
ini akan diberikan definisi dan teorema mengenai jumlahan Riemann.

Definisi 2.3 [1] (R.G. Bartle dan D.R. Sherbert, hal.262) Diberikan I := [a, D]
dan f : I — R adalah fungsi terbatas. Jika P := (xg,x1, - ,x,} adalah partisi
dari I dan jika (1,82, ,&,) adalah titik-titik di dalam interval I sedemikian
hingga xi—1 < & < xp untuk k=1,2,--- ;n, maka jumlahan

S(P; f) =Y (&) (wx — x1)

k=1

disebut jumlahan Riemann ( Riemann sum) dari yang terkait dengan partisi dan
nilai antara .

Teorema 2.4 [1] (R.G. Bartle dan D.R. Sherbert, hal.263) Diberikan I := [a, D]
dan f: I — R adalah fungsi terintegral pada I. Jika diberikan € > 0, terdapat P-
partisi dan jika S(P; f) adalah jumlahan Riemann, maka

b
S(P;f)—/f <e
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b
| f dalam Teorema 2.4 dapat ditulis sebagai
b
[ = Jim s(Pip)

3. Integral Cavalieri-Wallis dan Integral Porter-
Wallis

Integral Cavalieri-Wallis dan integral Porter-Wallis adalah teori yang dibangun
berdasarkan konsep indivisible dari Cavalieri dan Wallis.

Dengan menggunakan prinsip indivisible, Bonaventura Cavalieri membentuk
metode untuk menghitung luas daerah segitiga. Luas segitiga adalah setengah
dari luas persegi empat yang mempunyai panjang dan lebar yang sama dengan
panjang alas dan tinggi segitiga tersebut. Cavalieri mendekati daerah segitiga
dengan persegi empat-persegi empat kecil, seperti pada Gambar 1. Pada saat
lebar (alas) persegi empat itu semakin kecil, maka persegi empat tersebut akan
berubah menjadi garis-garis vertikal dan membentuk segitiga

47
)

mm+

Gambar 1: Gambar 2:

Gambar 1 adalah gambar sebuah persegi empat dengan panjang 6 satuan dan
lebar 5 satuan. Luas persegi panjang pada Gambar 1 adalah . Untuk menghitung
luas daerah yang diarsir yang ada didalam persegi panjang adalah dengan men-
jumlahkan luas seluruh persegi panjang yang kecil. Jika dibandingkan antara luas
daerah yang diarsir dengan luas persegi panjang, yang selanjutnya akan disebut
sebagai rasio, maka diperoleh

Luas daerah yang diarsir =~ 0+1+2+3+4+5 15 1

Luas daerah persegi panjang 5%X6 30 2
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Dengan cara yang sama pada persegi panjang yang lebih besar, diperoleh rasio

Luas daerah yang diarsir Sieni  sn(n+1) 1 cN
= = = n
Luas daerah persegi panjang — n(n+1) n(n+1) 2’

Kemudian Cavalieri mengembangkan metode untuk menghitung luas area di

bawah kurva y = z2.

Gambar 2 adalah gambar kurva y = z2, x > 0. Pada
Gambar 2 terlihat bahwa masing-masing persegi panjang kecil mempunyai panjang
alas (lebar) 1 satuan di sepanjang sumbu-x, dan tinggi (panjang) 22 di sepanjang
sumbu-y. Sedangkan luas persegi panjang yang besar mempunyai panjang alas

(lebar) m + 1 dan tinggi (panjang) m?, sehingga diperoleh rasio

Luas m persegi panjang _ 0241242244+ m? 1 1

Luas yang dibatasi persegi panjang (m+ 1)m 3 6m

Pada saat m semakin besar mendekati tak hingga, maka

Wallis menggunakan indivisibles seperti yang dilakukan oleh Cavalieri untuk
menghitung rasio luas daerah di bawah kurva y = 22 pada [0, 1] dengan luas daerah
persegi panjang yang mengelilinginya. Untuk menghitung rasio dari luas daerah
di bawah kurva dengan persegi panjang yang mengelilinginya, Wallis memberikan
rasio dari kurva dengan interval adalah z? : 12. Wallis menghitung rasio dari
jumlahan n subinterval dengan interval, sehingga diperoleh

(D2 + (224 (2)2 4 +(2)2 (224 (2)2+(2)?

_|_
—~
~—

[N~}

n —

12+12+12...+12 _( )2+(%)2+( )2

untuk n € N.

Pada saat n semakin besar atau n mendekati tak hingga, diperoleh

O S o 0 Al -0 i R o 9 VN €D s o € Sl €3 Rl GO
lim 12 12 12 12 = lim n\2 n\2 n\2 n\2
n—o0 R i i n—oo (B2 + ()2 + ()2 +--+ ()
Karena
GPHGPHE?+-+ () 1 1
12412 412... 412 3 6n
maka 0V2 4 (132 4 (232 2
B G e L € i o € e e ol €0 S S S |
lim =lim -+ —=-
n—oo 12412412412 n—oo 3 6n 3

Teknik Cavalieri-Wallis adalah suatu teknik untuk mengukur luas daerah yang
dibatasi oleh kurva y = 22 pada [0, 1], yang berdasarkan pada kerja Bonaventura
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Cavalieri dan John Wallis (metode Indivisible). Rasio Cavalirieri-Wallis (CW,,)
dibentuk dari Metode Wallis kedalam bentuk pendekatan limit dari jumlahan,
yang dapat ditulis sebagai
02+1%2 1 1 1
w, = —— =_=935
e Z112 2 3 6x1
0*+1°4+2> 5 1 1
3

OW = —_— = — =
2 221922192 12 T ox2
024+124+22+32 14 1 1
oW, — +12+2% 4+ _u_ 1
324+324+32+32 36 3 6x3

02+12422+...+n? 1 1
CW, = — = . neN
n?24+n2+n24..-4n2 3+6><n "

Bentuk CW,, dapat diekspresikan dengan fungsi f(r) = z? pada [0, 1] yang
dibagi menjadi n interval yang sama.

02+124+22 4. 4n?

cw, =

TL2+TL2+7’Z2+"'+'I’L2
_ 02+12+22++7’L2
B n?(n+1)

02 12 22 n?
ittt
N (n+1)

n Z 2 n Z

>(1) To(%)

. n ‘ n
_ =0 :’L=0

n+1 1x(n+1)

dengan f,,q.: = 1, sehingga diperoleh

> ()

cwW, = ———
fmaz(n+1)

Jika f fungsi yang terbatas pada interval [0,1] maka M = fy,4., sehingga CW,,

bisa ditulis
“ i
>r()
=0 n 1)
CWn = M(n+1) (

dengan z; = a + G=2)i yntuk n € N dan M adalah supremum dari fungsi f.

n
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Jika n semakin besar mendekati tak hingga, maka Ax; = ;11 — x; untuk
i =1,2,--- akan semakin kecil dimana

Az = (a+<b—a><i+1>> _ (H(b—a)z')) _b-a

n n

sehingga

. b—a
lim
n—oo n

=0

Dengan demikian persegi empat yang digunakan untuk mendekati luas daerah
di bawah kurva, akan menjadi garis-garis vertikal yang sejajar di bawah kurva
(indivisible).

Selanjutnya akan diberikan definisi integral Cavalieri-Wallis.

Definisi 3.1 Diberikan f : [a,b] — R fungsi terbatas. Integral Cavalieri-Wallis
dari fungsi f pada [a,b] didefinisikan sebagai CW f; f(x)dx = lim CW,, atau

> f(w)
cw fj f(z)dr = lim i:]\/?(Tl)’ dengan x; = a +

mum dari fungsi f.

(b—a)i

dan M adalah supre-

Suatu fungsi terbatas f : [a,b] — R dikatakan terintegral Cavalieri-Wallis jika

> fla)

=0

MeF ada.

lim
n—oo

Setelah mengetahui definisi integral Cavalieri-Wallis, berikut ini akan diberikan
definisi integral Porter-Wallis. Akan tetapi sebelumnya akan diberikan terlebih

dahulu mengenai jumlahan rata-rata tinggi (PW),,).

Diberikan suatu fungsi terbatas f : [a,b] — R, untuk setiap n € N maka
jumlahan rata-rata tinggi (PW,,) didefinisikan sebagai

f (i)
PW, = =0 9
M(n+1) (2)
dengan zg =a, 21 =a+ =%, 2, =a+ n(bn—a) —b

Definisi 3.2 Diberikan f : [a,b] — R adalah fungsi terbatas dan untuk setiap

n

> f(w)

n, didefinisikan jumlahan rata-rata tinggi PW, = =2

= dengan zop = a

7
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T = a—|—b77a, e Ty = a+@ =b. Integral Porter-Wallis didefinisikan sebagai
n
f(s) b
(b—a) lim i:(on_H) atau (b—a) lim PW, (f) dan ditulis sebagai PW/ f(x)dx.

4. Kaitan antara Integral Cavalieri- Wallis dan In-
tegral Porter-Wallis dengan Integral Riemann

Dari Definisi 2.2 akan dibahas mengenai keterkaitan integral Cavalieri-Wallis
dengan jumlahan Riemann.

Jika f fungsi terbatas maka M = f,,4z, sehingga

b | ;f (a+ (b—na)l>
ow / feyz = lm =

if(a—k(b:la)i)

= lim —2 4 lim =L
o e+ 1) ke Foan(n 1 1)
. f(a) .
= 1 1 N
- lim —* R, (3)

b- az’) <b—a> adalah jumlahan Riemann dan A, =
n n

dengan R, = Zf (a +
i=1

fmaz(b—a) adalah luas area persegi empat dengan panjang alas (b—a) dan tinggi
fmax .

Untuk mendapatkan hubungan antara integral Cavalieri-Wallis dengan integral
Porter-Wallis yang merupakan bentuk kasus tertentu dari integral Cavalieri-Wallis,
akan diuraikan Definisi 2.3.

Zf(xi)

b -
PW/a flx)de = (b—a)JLrgo%

> fla)

- (b—aM lim =20
(b—a) nsoo M(n + 1)

= (b—a)M lim CW, (4)

n—oo
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Selanjutnya akan diberikan teorema mengenai keterkaitan antara integral
Cavalieri-Wallis dan integral Porter-Wallis dengan integral Riemann.

Teorema 4.1 Kelas dari fungsi terintegral Riemann berada di dalam kelas fungsi
terintegral Cavalieri-Wallis atau Porter-Wallis.

Bukti:
Untuk membuktikan Teorema di atas, akan ditunjukkan bahwa

lim ((b—a) x M x CW,,) = lim R,

n—oo
R,,+1 adalah jumlahan Riemann dengan n+1 partisi. Misalkan f fungsi terintegral
Riemann pada [a, b] dan adalah supremum dari f, maka terdapat partisi P, ;1 dari
[a,b], dengan

Ml +2(b—a)

To = G, T1=0+——, Ta=a+ —5, -

0 s 41 n+17 2 n+1 ’
B n(b—a) B (n+1)(b—a)

Tp = a+ 1 » Tngl = G+ 1

Jika (€0,&1,&2,++ ,&nt+1) adalah suatu bilangan sedemikian hingga untuk x +
kE—1<& <zpuntuk k=1,2,--- ,(n+ 1), maka

n+1
> F&)
. o . k=1
Jim Rnyp=(b-a) lim ="
Misalkan diambil &, sedemikian hingga & = &x_1, sehingga diperoleh
n+1
> flwk-1)
Jim Ry = (b= a) lim S

Dari Persamaan (1), CW,,, g = a, , = b dan M adalah supremum dari

fungsi f. Oleh karena itu untuk n yang sangat besar berlaku b*Ta = b-a

= 71> maka

lim R,y1 =(b—a)M lim CW,

Hal ini berarti bahwa jika f fungsi terintegral Riemann maka f juga terintegral
Cavalieri-Wallis. Karena integral Porter-Wallis merupakan bentuk kasus tertentu
dari integral Cavalieri-Wallis (Persamaan (4), maka teorema ini berlaku juga untuk
integral Porter-Wallis.

Di bawah ini akan diberikan Teorema Fundamental Kalkulus untuk integral
Porter-Wallis.
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Teorema 4.2 (Teorema Fundamental Kalkulus untuk Integral Porter-Wallis)
Diberikan f : [a,b] — R. Jika f’ kontinu pada [a,b] dengan a dan b anggota
bilangan real, maka:

Bukti:
f/ kontinu pada [a, b], menurut Teorema 2.4 f’ kontinu seragam pada [a, b]. Menu-
rut Teorema 4.2 terintegral Riemann. Misalkan P := (zg, 21, - , &, ) partisi yang

sama dari [a, b], maka

> F ()

b
PW/f’(x)dx: (b—a) lim PW,(f') = (b—a) lim :(07

Untuk n yang sangat besar, maka untuk ¢; € [x;_1,;], dengan i = 1,2,--- |n
berlaku f’(z;) =~ f'(t;), berdasarkan Teorema Nilai Tengah, diperoleh
b . D f@i) = fwia)
PW / f(x)dz = (b—a) lim =0

n—oon + 1 Ty — Tj—1

/ _ . 1 oo
PW/f (x)de = (b—a) nler;O i =)
n

= (b— li
(b—a) lim ~——

Selanjutnya akan dibahas mengenai sifat-sifat integral Cavalieri-Wallis dan in-
tegral Porter-Wallis.

Teorema 4.3 (Sifai-sifat Integral Cavalieri-Wallis dan Porter- Wallis)
Diberikan f : [a,b] — R fungsi terintegral Cavalieri-Wallis, untuk o € R, mak dan
f + g terintegral Cavalieri-Wallis serta

i. CW/baf(x)dx = a(CW)/bf(x)dx

b

b b
. C’W/(f(a:)Jrg(x))d:r = CW/f(:v)derCW/g(x)dx

a
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b
wi. Jika f(z) >0 untuk semua x € I, maka CW [ f(z)dx >0

b b
w. Jika f(x) < g(z) untuk semua x € I, maka CW [ f(z)de < CW [ g(z)dx

Bukti:

1. Akan dibuktikan bahwa

b b

CW/af(x)dac = oz(C’W)/f(x)dx, Va e R

a a

b
e Jika oo = 0, maka af = 0, sechingga C’W/af(x)dm =0

e Jika o > 0, maka

> fla) !
=0 _ew) / F2)dz

a

b

e Jika a < 0, maka

b > flai) b
i=0

CW/af(x)d;v = oznli_{rgom :a(CW)/f(x)dx O

a a

ii. Akan dibuktikan bahwa

b b

CW/(f(x)+g(x))dx = C’W/f(:c)derC’W/bg(x)dx

a a
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iii.

iv.

Karena (f + g)(x) = f(z) + g(), maka

, Z(f + 9)(2:)
CW/(f(a:) +g(@))de = lim Z:(}w(nJr 1)

a

b b
= C’W/f(w)dm—l—C’W/g(a:)dx O

b
Akan dibuktikan jika f(z) > 0 untuk semua z € I, maka CW [ f(z)dz >0

a
Karena f(x) > 0 untuk semua = € I, maka f(z;) > 0 untuk semua z; dan

> f(wi)

—0

M supremum dari f. Karena f(x;) > 0, maka — > 0, sechingga

M(n+1)
> fw) b
: =0 _

b
Akan dibuktikan jika f(z) < g(z), Vo € I, maka CW [ f(z)dz <

CWfbg(x)dx

Jika f(z) < g(x), Yo € I, maka g(x) — f(x) > 0, dengan menggunakan
Sifat iii dan ii, diperoleh

b

CW/(g(w) — f(z))dz = CW/bg(x)dx - CW/bf(x)dac

a

sehingga
b

CW/f(as)dz < C’W/bg(x)d:z: O

a

Sifat-sifat ini juga berlaku untuk integral Porter-Wallis.
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5. Penutup

Berdasarkan pembahasan di atas dapat diketahui bahwa setiap fungsi yang terin-
tegral Riemann maka fungsi tersebut juga terintegral Cavalieri-Wallis dan Porter-
Wallis. Akibatnya kelas fungsi terintegral Riemann termasuk dalam kelas fungsi
terintegral Cavalieri-Wallis dan integral Porter-Wallis. Perlu penelitian lebih lan-
jut mengenai contoh suatu fungsi yang terintegral Cavalieri-Wallis dan Porter-
Wallis tetapi tidak terintegral Riemann. Demikian juga dengan keterkaitan antara
integral Cavalieri-Wallis dan Porter-Wallis dengan integral Lebesgue.
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