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Abstrak

Diberikan suatu himpunan bilangan real A = {A1, A2, -+, A\ }. Jika ter-
dapat matriks nonnegatif simetri A, x» dengan spektrum A, maka spektrum
dapat direalisasikan oleh matriks A. Pada makalah ini ditunjukkan bahwa
eksistensi matriks nonnegatif simetri A ditentukan dengan menggunakan kri-
teria realisasi. Selanjutnya, matriks nonnegatif simetri dapat dikonstruksi
dengan menggunakan jumlah langsung. Disini diberikan sebuah contoh kon-
struksi matriks nonnegatif simetri.

Kata Kunci: konstruksi, realisasi, spektrum, matriks nonnegatif simetri

1. Pendahuluan

Konstruksi matriks nonnegatif simetri dengan spektrum bilangan real adalah ta-
hapan pembentukan matriks nonnegatif simetri, jika diberikan spektrumnya beru-
pa bilangan real. Konstruksi matriks dapat dilakukan jika kriteria realisasi matriks
dipenuhi.

Dalam R.Soto [5], dikemukakan tentang realisasi matriks nonnegatif dengan
spektrum bilangan real, yang isinya menyangkut syarat cukup untuk keberadaan
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matriks nonnegatif dengan spektrum bilangan real. Sedangkan dalam R.Soto
[6], dikemukakan tentang realisasi matriks nonnegatif simetri, yang menjelaskan
mengenai berlakunya syarat cukup [5] untuk matriks nonnegatif simetri dan kon-
struksinya.

Dalam tulisan ini akan dibahas mengenai kontruksi matriks nonnegatif simetri
dengan spektrum bilangan real. Diberikan beberapa lemma dari M.Fiedler [2]
yang sangat mendukung dalam penyelesaian konstruksi. Diberikan juga contoh
konstruksi matriks nonnegatif dari spektrum bilangan real.

2. Beberapa Definisi dan Lemma

Pada bab ini diberikan beberapa definisi dan lemma yang berkaitan dengan kon-
struksi suatu matriks, antara lain spektrum matriks, realisasi matriks, jumlah
langsung serta beberapa lemma

Definisi 2.1 Spektrum Matriks

Misalkan A1, A, -+ , An adalah nilai-nilai eigen matriks A dengan orde n. Maka
spektrum dari A yang dinyatakan dengan A(A) adalah himpunan semua nilai-
nilai eigen dari A, atau A(A) = {A1, A, -, A\n}. Jika A merupakan matriks
sitmetri dengan unsur real, maka nilai-nilai eigennya bilangan real, sehingga A(A)
merupakan sebuah himpunan bilangan real [1, 3.

Definisi 2.2 Realisasi Matriks

Misalkan A = {A1, A2, , An} suatu himpunan bilangan real dengan Ny > Ay >
e 2 Ay 2 Apg1 2> o0 2> Ny, akan ditentukan matriks nonnegatif Ay yxn sedemikian
sehingga A merupakan spektrum dari A. Jika terdapat matriks nonnegatif Anxn
dengan spektrum A, maka dikatakan bahwa A direalisasikan oleh A[6].

Definisi 2.3 Jumlah Langsung Matriks
Suatuy matriks A, xr blok diagonal adalah suatu partisi matriks A = (A;j;), dengan:

1. setiap A;; merupakan matriks bujur sangkar

i.  Jika i # j, Ai; merupakan matriks yang semua elemen-elemennya 0.

Jika A = (Aij) adalah blok diagonal, maka A merupakan jumlah langsung dari
Ay, Aga, oo, Ay atau A= A @D A @ - D Awe . [7]

Di bawah ini akan diberikan beberapa lemma penting yang sangat mendukung
untuk pembuktian teorema maupun konstruksi matriks nonnegatif simetri.
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Lemma 2.4 [2]

Misalkan A suatu matriks simetri n X n dengan nilai eigen Ay, Aa, -+, An. Mi-
salkan U, ||]| = 1, merupakan vektor eigen satuan dari A yang berkaitan dengan
A1. Misalkan B suatu matriks simetri m x m dengan nilai eigen 81, B2, -+, Bm -
Misalkan @, ||@|| = 1 merupakan vektor eigen satuan dari B yang berkaitan dengan
(1, maka untuk sembarang p, matriks

_ A punv”
C_<puvT B )

mempunyai nilai eigen Ao, -+, An, B2, -+, Bm, 71, 72 dimana y1 dan o meru-

pakan nilai eigen dari matriks

— oq p

C =

( p B >

Lemma 2.5 [2/
Jika {1, g, yan} € Sp, {61,082, , Bm} € Sm dan e > maz{0, 51 — a1} maka
{al +Eaﬁl —&,Q9," " aanaﬁ%"' 7ﬁm} S Sn+m-
Lemma 2.6 [2/
Jika A = {Xo, 1, ,A_1} € Sy, dan & > 0, maka {ag +¢,a1, - ,an_1} € Sy.
3. Kriteria Realisasi Matriks Nonnegatif Simetri

Berikut ini akan ditunjukkan bahwa kriteria realisasi pada Teorema 3.1 merupakan
syarat cukup untuk keberadaan matriks nonnegatif simetri dengan spektrum A.

Teorema 3.1 [6]

Misalkan A = {\1, A2, -+, A} merupakan himpunan bilangan real sedemikan se-
hingga A1 > Ay > Ay > 0 > A1 > -0 > Ay Jika A memenuhi kri-
teria realisasi yang diberikan dalam [5], yaitu A1 > =X, — > 5 oSk, dengan
Sk =M+ Anpg1, k= 2,3,---,[5] dan S%l = mm{)\%l,(}} untuk n ganjil,

maka A direalisasikan oleh matriks nonnegatif simetri A berorde n X n.

Bukti:
Misalkan A memenuhi kriteria realisasi, yaitu Ay > —A, —>_ S, <0 Sy dengan Sy, =
A+ An—kg1, B =2,3,---,[§] dan S% = min{/\%,O} untuk n ganjil. Cukup

dibuktikan untuk A\ = —\,, — Zsk<o Sk, karena, jika \; = —\, — Zsk<0 S
dengan p1 = —X, — > g oSk maka dapat diambil A= {p1,Xo, -+, A} Jadi,
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jika A € S,, maka dengan menggunakan Lemma 2.6, £ = A\; — g1 > 0 menunjukkan
bahwa A € S,,.
Misalkan Ar = {Ag, Ap—pyr}s B = 1,2, ,[5] dan AnTH = {)\%} untuk

n ganjil. Dengan [%] adalah bilangan bulat terbesar yang lebih kecil atau sama

n

dengan 7.

Selanjutnya, bentuk partisi berikut, A = U%":/f] Ay untuk n genap, dan A =

UE:Z/ 12] A UA ni1 untuk n ganjil. Maka ada subset Ay yang dapat direalisasikan
oleh matriks nonnegatif simetri

B, — 1 ( Akt Akl Ak — Akt )
2\ A=Ak Akt Aokt

Sehingga subset-subset Ay di atas dapat dibagi dalam tiga kelompok yaitu:

a. Subset-subset Ay yang dapat direalisasikan oleh matriks nonnegatif simetri By,
atau Sy > 0.

b. Subset Ay = {A\1,\,} yang merupakan subset yang dapat direalisasikan oleh
Bs.

c. Subset-subset Apyang tidak dapat direalisasikan oleh matriks nonnegatif
simetri By, atau S <0

Masing-masing kelompok dapat dijelaskan sebagai berikut:

a. Susun subset-subset Ay dengan Sp > 0, yang dinyatakan dengan
Ay, ; A2y adalah subset-subset yang dapat direalisasikan. Selanjutnya,
jika terdapat suatu subset Ay yang dapat direalisasikan oleh matriks By maka
jumlah langsungnya berlaku:

i. untuk n genap, B = @Eﬁz}t +1 Br adalah matriks nonnegatif simetri yang
merealisasi A = UL%:]t 41 Ak, atau
ii. untuk n ganjil B = @L%:]H_l By, @BnTH dengan BnTH = ()\nTH)7 ji-
ka A i1 > 0 adalah matriks nonnegatif simetri yang merealisasi A =
Ef:]t+1 Ap U A%~
b. Subset A; = {A\1, A\,,} adalah subset yang dapat direalisasikan oleh By,

P N Y
LT D VR VS W W
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c. Susun subset-subset Ajp dengan S < 0, yang dinyatakan dengan
Ao, Az, --- Ay, t < [§] adalah subset-subset yang tak dapat direalisasikan.
Jika terdapat suatu subset A, untuk & = 2,3,--- |t yang merupakan him-
punan yang tak dapat direalisasikan; maka Ay digabungkan dengan himpunan
yang dapat direalisasikan Ay = {A1, A\,,} dan susun kembali 2¢ anggota dalam
Us_, A sebagai berikut A\; > Ao > -+ > A\ > Ayq > -+ > Ayrq > Aar
Kemudian untuk setiap satu dari himpunan Ag, kK = 1,2,--- ,¢ didefinisikan
himpunan yang bersesuaian I'y, = {—Aat—k+1, A2t—k+1} yang dapat direalisasi-
kan oleh matriks nonnegatif simetri,

0 —A2t—k+1 )
A =
¥ ( — A2t k41 0

dengan T’ 241 = {0} jika /\2T2+1 < 0 untuk n ganjil , yang dapat direalisasikan
oleh matriks nonnegatif simetri Az:+1 = (0).
2

Selanjutnya dilakukan langkah-langkah sebagai berikut:
Pertama, gabungkan himpunan-himpunan T'y = {—Xy;, Aot} € Sp dan Ty =
{=X2t—1,A2t—1} € Sy untuk mendapatkan himpunan baru A, € Sj, menurut
Lemma 2.5 dengan mengambil € = —S5 = —(A2 + Ag;—1) > 0, maka diperoleh
—Xot Fe2 ==Xy — S22 = =2 — (A2 + A1)

—Aat—1 — €2 = —Aot—1 + 52 = —Age—1 + (A2 + Aatm1) = Ao

dan

Ao = {—Aat — S2, X2, Aot 1, Aot} € Sy
Selanjutnya, gabungkan A, dengan I's = {—MAg_2,A2i—2}. Ambil e3 =
—S3 = —(A3 + A2t—2) > 0, sehingga diperoleh —Xo;y — S5 + €5 = —Agp —
Sy — 83 maka —Ay 9 — €3 = —Ayr2 + S3 = —Ay2 + (A3 + Ayr2) =

A3 dan menurut Lemma 2.5 didapat Az = {—Xat — S — S3, Az, %, ,*} €
Se.  Dalam langkah ke-j dari prosedur (5 > 2), gabungkan himpunan-
himpunan Aj = {_>\2t — SQ - Sg, te ,Sj, )‘ja Kyoee ,*} dan F]’Jrl = {)\225,]'7 )\Qtfj}

dengan mengambil €41 = —S’jﬂ = —(A\j1 + )\gt,j) maka diperoleh —Xo; —
oSk * g1 = Aot — Dh9 Sk —Au—j — €41 = —Ajp1, sehingga
Ajpr = {—Xa — chfgsm)\jﬂ,*,'“ ,%} € Sgjpo dengan *,--- % adalah

Ajs Aj—1s A2y Aoty Aot jipa, s Aot

Dalam langkah terakhir yaitu langkah (¢t — 1) gabungkan himpunan A;_; =
(Aot — S L Sk, Aim1, %, -+ o} € Sor_o dan Ty = {=Xi1, A\rs1}. Ambil &
-5y = —(At + At41) Menurut Lemma 2.5 diperoleh,

t
At = {_AQt_ZSkyAh*a'“ 7*}
k=2

AL A2 A A, Aae—1, Ao ) € Sag
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Selanjutnya, jika n ganjil dengan )\% < 0 maka gabungkan A; dengan
P = {0} didapatkan

t—1
At = {_)\2t - Zsk - S%aAL;laAfn*a'” 7*} S S2t+1
k=2

A; = {1, Ao, - s Aty Azens Ay s X215 Aot} € Sorp

Jadi, jika A merupakan matriks nonnegatif simetri yang merealisasi A; =
U2:1 Ay untuk n genap, dan A, = Ufczl A]CAnTH untuk n ganjil maka AP B
merupakan realisasi dari A = {A\1,Aa, -, A} € Sy [ |

4. Konstruksi Matriks Nonnegatif Simetri

Untuk konstruksi matriks nonnegatif simetri dilakukan langkah-langkah sebagai
berikut:

1. Misalkan A = {A1, A2, , Ay} € S, merupakan himpunan bilangan real
sedemikan sehingga Ay > Ay > --- > Ay > 0 > Ay > -+ > A, dengan
A=A, — Zsk<0 S

2. Selanjutnya, bentuk partisi berikut, A = Ui]l Aj, untuk n genap, atau A =
Ugfz]l Ay UAnT-I—l untuk n ganjil. Dengan Ax = { A\, An—pq13 k= 1,2,--- ,[5]
dan AnTH = {)\%} untuk n ganjil.

3. Untuk k = 2,3,---,[§] diambil A = {A : Sk = M + Appy1 < 0,k =
2,3,--- ,t}, B = {Ak S = M +>\n—k+1 >0k=t+1,t4+2,--- ,[%]}
Dan P = {A; = {A\, \n}}. Dengan A atau B dapat merupakan himpunan

kosong untuk n > 3.

4. Setiap himpunan A, € B dapat direalisasikan oleh matriks nonnegatif
simetri By. Maka jumlah langsungnya adalah

i. untuk n genap, B = EBEEt 41 Br adalah matriks nonnegatif simetri yang

merealisasi A = Ugfz]t 41 Ax atau

ii. untuk n ganjil, B = @}, By @ Buys, dengan Buys = (Aag1), jika
Ans1 > 0, adalah matriks nonnegatif simetri yang merealisasi A =

2
(2]
ke AU A"T“~
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5. Berikut tinjau himpunan yang tak dapat direalisasikan Ay € A dengan
urutannya adalah Ag,Ag,---, Ayt <[] dengan A% = {)\%}, jika
)\% < 0, untuk n ganjil, gabungkan dengan A; € P. Untuk setiap A, € A
didefinisikan himpunan yang bersesuaian I'y, = {—Xot—g41, Aot—k41} untuk
k = 2,3,---,t, adalah himpunan yang dapat direalisasikan oleh matriks
nonnegatif simetri Ay, yaitu

0 —A2t—jt1 >
A =
F ( —A2t—k+1 0

dan T’y = {—X2, A2t} merupakan himpunan yang dapat direalisasikan oleh
matriks nonnegatif simetri Ay, yaitu,

0 =Xy
Al =
( —Azx 0 )

6. Selanjutnya gabungkan I’y dan T'; untuk mendapatkan A, =
{=Xa2t, =S92, A2, Aot—1, A2t} € Sy, maka matriks nonnegatif simetri

A T
yang merealisasi A adalah My = ( ! T p2v2ts ) dengan
P2U2US Ay
vy = uy = (%7%) dan ps = /(Ao +Au) A2+ A2—1).  Ke-

mudian gabungkan Deltas dengan I's untuk mendapatkan: Az =
{_>\2t - Sy — Sg,)\g,/\g,,)\gt_g,)\gt_h/\2t} dan menurut Lemma 2.4, As

direalisasikan oleh matriks nonnegatif simetri Mg = < 4 P3Usts

P3113U3T As ’
dengan Myvs = (=Xt — S2)vs, |lvs|| = 1 dan Agus = (—Aar—2)us, |lvu|| =1
Aog — S2 p3

dan p3 harus sedemikian sehingga C3 = ( \ ) mempunyai
P3 2t

nilai eigen Aoy — So — S3 dan As.

Tahap selanjutnya ditunjukkan bahwa, dalam langkah ke (k — 1), dapat di-

T
Mok—2  prugu,

hitung matriks My, = < ), k= 23,---,t, dengan Mog_o

T A
PEUKUG, k
merupakan matriks nonnegatif simetri dengan spektrum Ag_1, vektor vx dan wuyg
berturut-turut adalah vektor eigen satuan dari Msg_o dan Ay, masing-masing

berkaitan dengan nilai eigen dengan —\y; — 25;21 S; dan Agi_p41 dan py harus

k—1

. . . e R T

sedemikian sehingga bahwa matriks Cj, = 2t 27—2 J Pk mem-
Pk Aot k41

punyai nilai eigen —Ag; — 25;21 S; dan Ay.

Akibat 4.1 Jika A = {\1, Ao, -+ , Ay} direalisasikan oleh matriks nonnegatif
simetri A, maka A" = {=X\1,=A2, -+, =\, } direalisasikan oleh matriks —A.
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5. Contoh

Berikut ini akan diberikan satu contoh dalam menentukan matriks real-
isasi. Tentukan Matriks Nonnegatif Simetris (MNS) dengan spektrum A =
{7,5,1,-3,—4,—5}.

Penyelesaian:
A ={7,51,—-3,—4,—5} memenuhi kriteria realisasi dari Teorema 3.1.

Partisi A = A1 U A2 ] A3 dengan A1 = {7, —5}, Ag = {5, —4}, A3 = {1, —3}
dengan S = Ao + A5 = 1, S5 = A3 + \y = —2. Susun kembali A; = {7, -5},
A3 = {1,—3} sebagai berikut: 7>1> —3 > —5.

Kemudian definisikan I'; = {5, =5}, T's = {3, —3} yang masing-masing dapat
direalisasi oleh matriks-matriks:

05 0 3
A1_<5 0)’ A2_<3 o)

Selanjutnya gabung I'y = {5, -5}, 'y = {3, —3} untuk mendapatkan A, dengan
mengambil e5 = —S55 = 2. Maka Ay = {7,1,—3, -5} yang dapat direalisasikan
oleh matriks nonnegatif simetri

0 5 V2 V2
M. — Ay pavoud \ 5 0 V2 V2
t pavaud Ao Tl v2 V2 0 3
V2 V2 3 0
dengan p = /(5-7)B—7) = 2v2 untuk » = 7,1; v = (3v2,4V2),

Ug = (%\@,%ﬁ), Sedangkan matriks yang merealisasi Ay = {5, —4} adalah

L=

{7,5,1,—3,—4,—5} adalah

9
2 ). Maka matriks nonnegatif simetri yang merealisasi A =
2

NIRRT

0 5 V2 v2 0 0

5 0 V2 v2 0 0
M_\/§\/§0300
"l v2+v2 3 0 00
o o o o i 2

o o o o i 2

/

Sedangkan untuk menentukan matriks yang merealisasikan A =
{-7,-5,—-1,3,4,5} dapat digunakan Akibat 4.1, yaitu diperoleh matriks
—Ms.
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6.

Kesimpulan

Beberapa hal yang dapat disampaikan dalam kesimpulan ini adalah:

a.

Misalkan A = {\1, A2, -+, A\, } merupakan sebuah himpunan bilangan real
sedemikian sehingga A1 > Ay--- > A, > 0 > Ay > -0 > A, Su-
paya konstruksi matriks nonnegatif simetri dapat dilakukan, maka haruslah
A memenuhi kriteria realisasi.

Untuk konstruksi matriks nonnegatif simetri dapat dilakukan dengan meng-
gunakan jumlah langsung B = @ By, atau dan jumlah matriks C .

Jika A = {A1, Ao, -+, \,} dapat direalisasikan oleh matriks nonnegatif simetri
A, maka A = {=X1,—=Ag, -+, =\, } dapat direalisasikan oleh matriks —A.
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