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Abstrak

Dekomposisi nilai singular (Singular Value Decomposition - SVD)
adalah suatu metode untuk menuliskan suatu matriks dalam bentuk
perkalian antara matriks diagonal yang berisi nilai-nilai singularnya
(D), dengan matriks yang berisi vektor-vektor singular yang berse-
suaian (U dan V). Suatu matriks setelah dituliskan dalam matriks di-
agonal nilai singular dan matriks vektor singularnya dapat dilakukan
reduksi rank pada matriks diagonal nilai singularnya. Reduksi rank
ini bermanfaat untuk mengurangi waktu komputasi suatu algoritma
yang membutuhkan perkalian matriks. Pada penelitian ini akan
dilakukan reduksi rank untuk beberapa matriks tertentu. Matriks
A yang dikaji berupa matriks diagonal, matriks tridiagonal dan full
matriks. Akan dikaji kaitan antara reduksi rank dan tingkat akura-
si penyelesaian serta waktu komputasi. Simulasi dilakukan dengan
bantuan Matlab.

Katakunci: Reduksi rank, dekomposisi nilai singular, sistem persa-
maan linear
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1. Pendahuluan

Perkalian dua buah matriks atau lebih sering sekali dilakukan pada penyele-
saian masalah-masalah dalam bidang matematika maupun penerapan ma-
tematika. Untuk matriks ukuran besar, perkalian matriks membutuhkan
waktu komputasi yang cukup lama. Oleh karena itu perlu suatu metode
untuk mengurangi waktu komputasi tersebut, salah satunya dengan mela-
kukan reduksi rank suatu matriks yang telah didekomposisi.

Dekomposisi nilai singular (Singular Value Decomposition-SVD) meru-
pakan metode dekomposisi yang sering dilakukan. Pada metode ini suatu
matriks dituliskan dalam bentuk perkalian antara matriks diagonal yang
berisi nilai-nilai singularnya (D), dengan matriks yang berisi vektor-vektor
singular yang bersesuaian (U dan V). Reduksi rank dilakukan pada matriks
diagonal nilai singularnya. Reduksi rank ini bermanfaat untuk mengurangi
waktu komputasi suatu algoritma yang membutuhkan perkalian matriks.

Pada penelitian ini dilakukan reduksi rank untuk beberapa matriks ter-
tentu. Matriks A yang dikaji berupa matriks diagonal, matriks tridiago-
nal. Pada paper ini dikaji kaitan antara reduksi rank dan tingkat akurasi
penyelesaian serta waktu komputasi. Simulasi dilakukan dengan bantuan
Matlab. Sedangkan penerapan reduksi rank pada sistem persamaan linear
belum dapat dilakukan, masih memerlukan kajian lebih lanjut.

2. Dekomposisi Nilai Singular

Keberadaan dari dekomposisi nilai singular (Singular Value Decomposition-
SVD) suatu matriks dinyatakan oleh teorema berikut.

Teorema 2.1 Jika Apxn, suatu matriks real maka terdapat matriks-
matriks ortogonal
U = [ug,...,up] € R™*™

dan
V =lvq,...,0,] € R™"

sedemikian hingga

UTAV = diag(o, ey Op) € RTXT
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dengan p = min{m,n}, dan o1 > o9 . > op > 0 adalah nilai-nilai

singular matriks A

Teorema tersebut juga menyatakan bahwa matriks A,,«, dapat dinyatakan
sebagai dekomposisi matriks yaitu matriks U, D dan V. Matriks D meru-
pakan matriks diagonal dengan elemen diagonalnya berupa nilai-nilai si-
ngular matriks A, sedangkan matriks U dan V merupakan matriks-matriks
yang kolom-kolomnya berupa vektor singular kiri dan vektor singular kanan
dari matriks A untuk nilai singular yang bersesuaian.

3. Reduksi Rank Suatu Matriks

Reduksi rank merupakan salah satu cara untuk mengurangi waktu kom-
putasi suatu perkalian matriks. Misalkan diberikan matriks real A,,xn,
reduksi rank dari matriks tersebut dapat dilakukan dengan cara berikut:

1. Lakukan dekomposisi nilai singular dari matriks A yaitu [U, D, V]| =
svd(A), artinya A = UDVT, dengan D adalah matriks diagonal yang
berisi nilai singular dari matriks A, sedangkan U,V matriks-matriks
yang berisi vektor-vektor singular dari A yang berkaitan dengan nilai
singularnya.

2. Reduksi rank dilakukan pada matriks diagonal D. Misalnya matriks
D* berukuran ¢ x g adalah reduksi dari matriks D, didefinisikan D* =
D(1 : q,1: q) dengan q < min{n,m}. Matriks A* = U*D*(V*)T
merupakan matriks reduksi rank dari matriks A. Misalkan

o1 0 0 O
0 o9 O 0
D=
Oq
Op
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dengan o1 > 02 > ... > 04 > ... > 0, > 0, maka

o1 0 0 0
0 o2 O 0
* j—
Dqu_
0 0 0 o,
1 1 1 1
I R
uy Uy uq_l uq
* j—
Uqu_
m m m m
Uy Uy uq_l uq
1 1 1 1
T S
(% (%5 qul Uq
* j—
meq_
m m m m
(%) (%) Uq—l ’Uq

Sehingga matriks A* merupakan matriks yang berukuran m x n de-
ngan rank q.

Pada [1] telah ditunjukkan norm selisih dari matriks tereduksi dan matriks
awalnya sebagaimana teorema berikut:

Teorema 3.1 Misalkan diberikan [U,D,V] = svd(A). Jika k < n =
k
rank(A) dan Ap = Y oyuvl maka ||A — Agl|| = g1
i=1
Pada penelitian ini didefinisikan, suatu matriks dikatakan dapat direduk-
si jika matriks tereduksi tersebut mempunyai rank ¢, dengan g <

2 . A*—A
gmin{m,n} dan 1 AT I <o.1.

Selajutnya akan dilakukan simulasi reduksi rank dari matriks diagonal,
matriks tridiagonal dan full matriks dengan entri-entri berupa bilangan
random.
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4. Hasil Simulasi dan Pembahasan

Telah dilakukan simulasi reduksi rank untuk matriks-matriks dengan ele-
men penuh (full matrix), matriks diagonal, matriks tridiagonal, baik tridi-
agonal random, simetri dan elemen diagonal nol.

Simulasi dilakukan dengan mengambil dimensi matriks 50 x 50, reduksi
dilakukan sehingga matriks mempunyai rank 25 sampai full rank. Elemen-
elemen matriks dibangkitkan dari Matlab dengan mengambil bilangan ran-
dom.

Ditampilkan grafik kesalahan relatif

[A—Ax]]
1Al

dengan Ax adalah hasil reduksi rank dari A, serta nilai singular dari matriks
A, gj;.

err =

Kesalahan Relatif dari Reduksi Nilai Singular Matriks A

Besar Nilai Singular
]

25 30 35 40 45 5 0 5 10 15 20 5 30 35 40 a5 5

Gambar 1: Kesalahan Relatif Reduksi Gambar 2: Nilai Singular Untuk Full
Rank Full Matriks Matriks

Dengan melakukan beberapa kali simulasi diperoleh pola hubungan an-
tara kesalahan relatif dan reduksi rank untuk masing-masing jenis matriks.
Tampak bahwa semakin besar reduksi rank yang dilakukan maka kesalahan
relatif matriks semakin besar.

Pada paper ini reduksi rank belum diterapkan untuk menyelesaikan
masalah sistem persamaan linear. Untuk menerapkan reduksi rank matriks
pada masalah sistem persamaan linear perlu dilakukan langkah-langkah
berikut:
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Kesalahan Relatif dari Reduksi Nilai Singular Matriks A
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Gambar 3: Kesalahan Relatif Reduksi Gambar 4: Nilai Singular Matriks Dia-

Rank Matriks Diagonal gonal
Kesalahan Relatif dari Reduksi Nilai Singular Matriks A
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Gambar 5: Kesalahan Relatif Reduksi Gambar 6: Nilai Singular Matriks Tri-

rank Matriks Tridiagonal

diagonal

e Misalkan Tentukan x yang merupakan penyelesaian dari Az = b.

e Lakukan dekomposisi nilai singular dari A, [U, D, V] = svd(A)

e Misalkan tanpa melakukan reduksi rank maka berlaku UDVTz = b
untuk matriks A non singular sehingga diperoleh = (UDV7T)~!b

atau z = VD 1UTh, karena U,V merupakan matriks-matriks orto-

normal.

e Untuk matriks A yang singular atau beukan matriks bujur sangkar
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Kesalahan Relatif dari Reduksi
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Gambar 7: Kesalahan Relatif Reduksi

rank Matriks Tridiagonal elemen Diago-

Besar Nilai Singular

Nilai Singular Matriks A

20 25 30
Nilai Singular ke

Gambar 8: Nilai Singular Matriks Tri-

diagonal elemen Diagonal Nol

Kesalahan Relatif dari Reduksi Nilai Singular Matriks A
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Gambar 9: Kesalahan Relatif Reduksi Gambar 10: Nilai Singular Matriks Tri-

rank Matriks Tridiagonal Simetri

diagonal Simetri

maka harus dicari pseudo-invers dari matriks A terlebih dahulu.

e Dengan melakukan reduksi rank A*

= U*D*(V*)T maka harus dicari

pseudo-invers dari A* terlebih dahulu sebelum dikalikan dengan b.
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5. Kesimpulan

Berdasarkan kajian teori dan hasil simulasi diperoleh kesimpulan sebagai
berikut:

1. Reduksi Rank dapat dilakukan dengan kesalahan relatif yang kecil
jika nilai singular mempunyai loncatan nilai antara o4 ke o441

2. Untuk matriks diagonal reduksi rank akan memberikan kesalahan re-
latif yang lebih besar

3. Penerapan reduksi rank pada masalah sistem persamaan linear masih
diperlukan kajian dan simulasi lebih lanjut.
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