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Abstrak

Invers Moore Penrose Elemen Normal pada Ring dengan involusi telah dibahas oleh beberapa
peneliti. Dengan memperumum konsep invers Moore Penrose menjadi invers Moore Penrose diperumum,
sifat elemen Invers Moore Penrose Diperumum dari Elemen Normal juga telah diperoleh. Selain
memperumum konsep invers Moore Penrose, definisi elemen normal juga telah diperumum dengan
memperumum pangkat 1 menjadi pangkat n € N. Diperoleh bahwa irisan antara himpunan elemen Normal
diperumum dan himpunan elemen yang mempunyai Invers Moore Penrose Diperumum tidak kosong. Hal
ini mengindikasikan ada sifat bersama yang dimiliki oleh keduanya, sehingga tulisan ini bertujuan
membangun syarat perlu dan cukup suatu elemen normal diperumum mempunyai invers Moore Penrose
diperumum dengan menggunakan sifat2 tersebut. Metode yang dilakukan adalah dengan mencari kesamaan
sifat yang dimiliki oleh elemen normal diperumum dan elemen yang mempunyai invers Moore Penrose
diperumum. Langkah selanjutnya adalah menggunakan sifat involusi untuk memperoleh hasil akhir.
Pendekatan yang dilakukan selain melalui invers Moore Penrose Diperumum, juga melalui invers grup
Kata Kunci: Grup, Moore Penrose, Normal.

Abstract

The Moore Penrose inverse of normal element in ring with involution have been discussed by several
researchers. By generalizing concept of Moore Penrose inverse to the generalized Moore Penrose inverse,
the element properties of the generalized Moore Penrose inverse of normal elements have also been
obtained. In addition to generalizing the concept of Moore Penrose inverse, the definition of the normal
element has also been generalized by generalizing the power of 1 to n &€N. It is found that intersection
between set of generalized normal element and set of generalized Moore Penrose inverse element is not
empty. This indicates that both of them have common properties, so this paper aims is to build the necessary
and sufficient conditions for a generalized normal element to have a generalized Moore Penrose inverse
using these properties. The method used is to look for the similarity of properties possessed by a
generalized normal element and element that has generalized Moore Penrose inverse. The next step is to
use the involution properties to obtain the final result. The approach taken is not only through the
generalized Moore Penrose inverse, but also group inverse.
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1  Pendahuluan
Menurut [1] dan [2] operasi transpose pada himpunan matriks memiliki sifat berikut :

(AN = A
(A+B)T =A" + BT
(AB)T = BTA"

dengan A, B € M,,x»,(R) dan operasi penjumalahan dan perkalian matriks A adan B dipenuhi.
Dengan membatasi pembahasan operasi transpose hanya pada M,,(R), selanjutnya [3]
memperluas definsi operasi transpose dengan mendefinisikan operasi involusi pada struktur
aljabar ring R . Diketahui R adalah ring dengan elemen satuan dan a € R. Suatu operasi involusi
"x" pada ring R adalah fungsi *:a € R = * (a) = a* € R yang memenuhi (ay)y* = a,
(a+b)*=a*+b*dan (ab)* = b*a* untuk setiap element a,b diR.

Diperoleh fenomena bahwa jika A = [Z Z] € M,,,(R), maka ATA # AAT. Akan tetapi

jika ditambahkan syarat bahwa b = ¢ , maka ATA = AAT. Fenomena ini oleh [4] diperumum pada
ring R dengan elemen satuan yang dilengkapi involusi " * ", dengan membangun konsep elemen
normal. Diberikan ring R dengan involusi "+". Elemen a € R disebut elemen normal, jika a
komutatif dengan a*. Himpunan semua elemen normal in R disimbolkan dengan R™°".

Invers Moore Penrose Diperumum dari elemen normal suatu ring sudah dibahas oleh [5]
Dalam perkembangannya, dengan menggunakan definisi elemen normal diperoleh aaa* = a*aa.
Hal ini memotivasi [6] untuk memperumum definisi elemen normal. Elemen a anggota ring R
yang dilengkapi involusi "x" disebut elemen normal diperumum, jika a*a™ = a™a*, n € N.
Himpunan semua elemen normal diperumum di R ditulis RI™°".

Pada ring R yang dilengkapi involusi "+" juga dibahas konsep invers Moore Penrose oleh
[7]. Dengan mengabaikan syarat ternormalisasi yang dimiliki oleh invers Moore Penrose,
selanjutnya konsep invers Moore Penrose oleh [5] dapat diperumum. Diberikan ring R dengan
involusi "x". Elemen a € R dikatakan mempunyai invers Moore Penrose diperumum jika dapat
ditemukan elemen b € R yang memenuhi :

aba=a, (ab)* =ab, (ba)" =ba. Q)
Elemen b yang memenuhi Persamaan (1) disebut invers Moore Penrose diperumum dari a. Simbol
ag dan Rj berturut turut adalah invers Moore Penrose diperumum dari a dan himpunan elemen
di R yang mempunyai invers Moore Penrose diperumum. Jika a € R mempunyai invers Moore
Penrose diperumum, maka ag tidak selalu tunggal. Diperoleh bahwa a; = aj aa; atau a; #

ag aag . Himpunan invers Moore Penrose diperumum dari a € R disimbolkan dengan (ag ).
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Sifat invers Moore Penrose dari elemen normal element sudah dibahas oleh [4] . Selanjutnya
[5] telah membahas sifat invers Moore Penrose diperumum pada elemen normal. Tulisan ini
mendiskusikan sifat invers Moore Penrose diperumum untuk elemen normal diperumum pada ring

dengan elemen satuan yang dilengkapi dengan involusi "x".

2  Metode Penelitian

Metode yang dilakukan dengan mempelajari semua sifat sifat utama yang dimiliki ring, ring
dengan elemen satuan, involusi, invers Moore Penrose, invers grup dan elemen normal.
Mempelajari dan memperoleh pemahaman dari motivasi untuk memperumum invers Moore
Penrose dan elemen normal. Menyelidiki apakah ada sifat yang dimiliki bersama antara elemen
normal diperumum dan elemen yang mempunyai invers Moore Penrose diperumum, dengan
menunjukkan bahwa irisan dari himpunan elemen normal diperumum dan elemen yang
mempunyai invers Moore Penrose diperumum tidak kosong. Pada penyelidikan selanjutnya
diperoleh bahwa tidak setiap elemen normal diperumum mempunyai invers Moore Penrose
diperumum. Menggunakan kesamaan sifat yang sudah diperoleh dan sifat involusi, dibangun
syarat perlu dan cukup elemen normal diperumum mempunyai invers Moore Penrose diperumum.

Langkah yang sama dilakukan melalui pendekatan invers grup.

3 Hasil dan Pembahasan
Tidak setiap elemen suatu ring mempunyai invers Moore Penrose diperumum, sebagai
contoh pada ring Zg terhadap operasi perkalian bilangan bulat modulo 8 yang dilengkapi involusi
identitas. Element 0 , 1, 3, 5, 7€ (Zg)} , tetapi 2, 4, 6 & (Zg)}. Teorema 1 berikut ini
menjelaskan sifat dari a; jika a € R, yang sudah dibahas oleh [8].
Teorema 1 : Jika a € Ry, maka
1. (a)Fa*(a"} =(araa})” untuk setiap af € (ar) dan (a”)j € ((a)F) .
2. (a*a)ja*a(a’a)y = aj (ajaaf)” dan (aa*)jaa*(aa*)§ = (ajaaj) aj untuk setiap
a; € (a}) , (aa"} € ((aa")}) dan (a*a)} € ((a*a)}) .
3. a*=a’aa} = afaa’ untuk setiap a; € (a}) .
4. afaal =(a*a)ja‘a(a*a)ja’ =a*(aa’)}aa*(aa"); untuk setiap aj € (a}) , (aa")j €
((aa"}) dan (@*a)} € ((@*a)}) .
5. (a)ga*(a)y = a(a’a)ja*a(a’a); = (aa*)jaa’(aa*)ja untuk setiap (a*)g €

((a*)g)_, (aa"); € ((aa*)jqf)_ dan (a*a)y € ((a*a);;)_.
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6. (afaa})} =auntuksetiap aj € (af) .
Dengan menggunakan sifat komutatif dari elemen normal dan sifat yang dimiliki involusi,
diperoleh sifat elemen normal diperumum sebagai berikut :
Lema 2 : Jika a € R9™°" dan n € N, maka a™ komutatif dengan a*a dan aa*. Demikian juga
(a*)™ komutatif dengan a*a dan aa”.
Bukti : Oleh karena a € R9™"°" maka a™a*a = a*a™ a = a*aa™ dan a®aa* = aa™a* = aa*a™.
Selanjutnya
(@)"a=(a)" (a’)'=(a’a™)'= (a"a’)"=(a")"(a")"=a(a”)" )
Dan
(@)™ a” = (aa")" = (a"a)" = a*(a’)" @)
Menggunakan Persamaan (2) dan (3), diperoleh
(@) a*a = a*(@)"a=a*a(a")*dan (a")* aa® = a(a”)"a* =aa*(a”)".
Berikutnya [9] membahas konsep invers grup elemen suatu ring sebagai berikut :
Definisi 3 : Diketahui R adalah ring dengan elemen identitas dan a € R. Invers grup dari a €
R adalah elemen a* € R yang memenuhi
aaa=a, a*aa® = a*, aa® = a*a.
Tidak semua elemen di ring mempunyai invers grup. Himpunan semua elemen di R yang

mempunyai invers grup dinotasikan dengan R¥.

Diperoleh  bahwa RfNR* #@. Sebagai contoh [(1) (1)]E (Maya (R)) N

(MZXZ(R))# dengan involusi M., (R) adalah operasi transpose. Oleh karenanya sifat sifat
elemen normal diperumum yang dibahas dalam tulisan ini dibatasi pada himpunan RJ N R*.
Fenomena yang terjadi pada himpunan R N R* menjelaskan bahwa tidak setiap elemen
merupakan elemen normal diperumum. Pada himpunan matriks M,,,(R) dengan involusi
transpose, elemen [(1) 8] € (Max2(R))g N (M4, (R))#* merupakan elemen normal diperumum,
sementara 1 1| € (Maxz(R))§ N (Mayo(R))*  bukan elemen normal diperumum. Dimotivasi
oleh fenomena bahwaR; N R* # @, Teorema 4 berikut ini membahas syarat perlu dan cukup
elemendi Ry N R* merupakan elemen normal diperumum.

Teorema 4 : Diketahui a € R} N R* dan n € N. Elemen a € R9™" jika dan hanya jika a"a; =
aja™ dan (a")"ataa} = ajaaj (a)™ untuk setiap a; € (a}) .

Bukti : Menggunakan Lema 2, jika a € Ry N R* N R9™T maka diperoleh

aag (agjaay)" = aj(agjaag) a™
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Dan
(a")"aj(agaaz)" = ag (ajaay) (a”)"
untuk setiap a; € (a}) . Sehingga untuk setiap a; € (aj) diperoleh
aa; = a"ajaa] = anag(aag)* = a"aj(ajaaj) a* = ajaaja" = a; a”
dan
(a)"agaa; = (a)"agj(aay)" = (a)"ag(ajaaj) a* = ajaay (a*)"
Disisi lain jika a™a} = aja™ dan (a*)"a}aa} = afaa}(a*)"™ untuk setiap a; € (a}) , maka
aa* = (aa")"=(aafa)"(a®)" = a"a}a(a™)" = a}a"a(a*)" = a}a. Akibatnya a* = afaa}
untuk setiap a} € (a}) . Berikutnya, karena a*a = aa* diperoleh aa} = a}a untuk setiap a} €
(a}) dan (a)"a = a*(a)" ta = a*(a")" (aaia)* = a(a*)". Menggunakan sifat involusi
dihasilkan a*a™ = ((a")"a)*= (a(a")™)*'=a"a".

Berdasarkan Teorema 4 , diperoleh akibat sebagai berikut :

Akibat 5 : Diketahui a € R} N R* dan n € N. Jika a € R9"°", maka a” = a}aa/ untuk setiap
ag € (ag)

Bukti : Menurut Teorema 4, jika a € R} N R* N R9"°", maka a™a; = a}a™ untuk setiap a; €
(a}) . So aa® = (aa®)" = (aaja)"(a®)" = a"afa(a®)" = afa™a(a®)" = a}a. Diperoleh
kesimpulan a* = a}aa} untuk setiap a; € (ag) .

Definisi elemen normal diperumum menjelaskan bahwa jika a € R9™°", maka a*a™ =
a™a*. Demikian juga jika a € R*, maka (a*)™ komutatif dengan elemen yang komutatif dengan
a™. Hal ini mengakibatkan dapat dibangunnya Lema 6 sebagai berikut :

Lema 6 : Jika a € R9™" n R* dann € N, maka (a*)™ komutatif dengan a*.

Bukti : Disebabkan oleh a € R* dan x € R komutatif dengan a™, maka x(a*)" = x(a(a*)?)" =
xa™((aM)H" = ((@)*)"xa™ = ((aH)H)"a"x = (a*)"x

Diperoleh kesimpulan bahwa, jika a € R* dann € N, maka (a®)™ komutatif dengan elemen yang
komutatif dengan a™. Dilain pihak jikaa € R9"°" dann € N, maka a*a™ = a"a"*. Sehingga jika

a € R9%°" n R* dann € N, maka (a*)™ komutatif with a*.

4 Simpulan

Dari sifat dan fenomena operasi transpose pada himpunan matriks dapat dibangun konsep
elemen normal dan elemen normal diperumum. Eksistensi suatu elemen normal diperumum
mempunyai invers Moore Penrose diperumum dijelaskan pada Teorema 4, yaitu bahwa elemen

normal tersebut dan involusinya harus komutatif dengan invers Moore Penrose diperumumnya.
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