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Abstrak

Diberikan model dari suatu epidemik atau kematian atas populasi dari
ikan dan pemangsanya. Sistem model akan diuji kestabilan di titik kese-
imbangannya dengan nilai parameter yang cukup besar. Solusi kestabilan
didapat dengan mengambil kondisi awal yang non negatif. Dibentuk model
penyakit dan angka kematian dari pemangsa pada waktu bersamaan.
Katakunci: Epidemik, Titik keseimbangan, Kestabilan

1. Pendahuluan

Suatu model dari [1], menggambarkan tentang lingkungan di laut Salton dengan
populasi ikan Tilapia dan Pelikan hampir mengalami kepunahan yang diakibatkan
oleh tercemar bakteri Vibrio Vulnificus. Faktor-faktor penyebabnya, diakibatkan
lingkungan dengan suhu yang tinggi, tumbuhnya tanaman ganggang secara besar-
besaran, keadaan kadar garam yang tinggi, terjadinya polusi dan tingkat oksigen
rendah sehingga terjadi penyebaran wabah penyakit tersebut [2]. Model dari [1]
berdasarkan asumsi-asumsi didapat: Mangsa terbagi dalam dua kelas, yaitu ikan
yang rentan S(t), terinfeksi I(¢) yang menular pada waktu ¢.

1. Dalam ketiadaan pemangsa, populasi ikan terinfeksi tumbuh secara logistik.
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2. Tkan yang terinfeksi tidak berreproduksi, diakibatkan masa hidup yang pendek
dan tidak dapat sembuh.

3. Infeksi dapat menurunkan daya tahan tubuh ikan, sehingga mudah untuk di-
mangsa pelikan.

4. Angka kematian pelikan diakibatkan mengkonsumsi ikan adalah relatif konstan.

[3] mengembangkan model tipe IT untuk menentukan titik-titik keseimbangan
(s,1,p) dengan nilai s, i, p > 0 pada model Kolmogorov, selanjutnya akan dianalisa
pada bidang (v, €). Proses untuk mendapatkan sifat kestabilan diperlukan derivatif
parsial pada matriks Jacobian di titik keseimbangan dan metoda Kriteria Routh-
Hurwitz [4].

2. Metode yang Diterapkan

2.1. Model Mangsa dan Pemangsa

[4] mengasumsikan laju pertumbuhan mangsa dan pemangsa dengan dua model.
Asumsi dari model eksponensial: laju pertumbuhan populasi mangsa = angka ke-
lahiran murni mangsa jika dan hanya jika:

dN(t)
dt
Penyelesaian dari (1) didapat:

N(0) = Noe™ (2)

=rN(t) (1)

Jika r > 0 maka untuk ¢ —~ berarti pertambahan populasi mangsa N (¢) na-
ik secara eksponensial menuju tak hingga, disebut model kelahiran murni. Jika
r < 0 maka untuk ¢ —~ berarti besarnya pertambahan populasi mangsa N(t)
turun secara eksponensial, disebut model kematian yang pada akhirnya menga-
lami kepunahan. Sedangkan asumsi dari model logistik: laju banyaknya populasi
mangsa = angka kelahiran mangsa dikurangi kematian mangsa jika dan hanya jika

dN(t) N(t)
e :rN(t)—< —K). (3)

Penyelesaian dari (3) mengasumsikan banyak populasi awal dari mangsa
N(0) = Ny dan k; = (Kjfi‘}\,o) didapat:

K

N(t) = 1—nert

(4)

Untuk ¢ menuju tak hingga, banyaknya populasi N(t) tak nol dan mendekati
K. Konstanta K menunjukan banyak populasi maksimal yang dapat bertahan [5].
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2.2. Hasil Eksperimen Holling

Hasil dari eksperimen Holling:
F(X(t) = aTsX(t) ()

dengan X (t) > 0,F(X(t)) > 0 untuk setiap ¢, masing-masing menyatakan
banyaknya disket kertas dan banyaknya disket kertas yang terambil di atas meja
pada waktu ¢, dan « laju pencarian dan Ts lamanya waktu pencarian. Misalkan T}
waktu total yang diberikan dan b rata-rata waktu pengambilan tiap disket kertas,
maka didapat: Ts = Ty — bF (X (t)), disubstitusikan ke persamaan (5), didapat:

F(X(1)) = X )

~ 1+abX(t) (©)

Jika X (t) diasumsikan terdiri dari disket kertas ukuran kecil dan besar, maka
didapat:

F(Xs(t) = asTy(Xs(1)); F(X1(t) = ar Ts (X1 (1)) (7)

dengan F(Xg(t)) > 0, Xg(t) > 0, F(X(t)) > 0 dan X;(¢) > 0 untuk setiap ¢.
Laju pencarian disket berukuran besar lebih mudah untuk dicapai, berarti ay > ag
dengan faktor perbandingannya v = Z—; > 1 dan ambil a = ag dan disubstitusikan
pada persamaan (7) didapat:

F(Xs(t)) = aTs(Xs(1)); F(X1(1) = vaTs(Xr(t)) (®)

Jika b rata-rata dari waktu pengambilan disket kertas berukuran kecil dan
besar dan F'(X (t)) jumlah disket berukuran kecil dan besar yang terambil masing—
masing ¢ dan T waktu total satuan, didapat:

F(X5(t) =bTs(Xs(t)); F(X1(t) = vaTls(Xr(t)) 9)

dengan F'(Xg(t)) > 0, F(X(t)) > 0 untuk setiap ¢. Persamaan (9) disubstitu-
sikan ke persamaan (8), didapat:

{Xg (t)

_ ) ’Usz(t)
S+ Xs(t) FeXa(t)

F(Xs(t)) T Y+ Xs() + 0X1(t)

F(X1(t))

(10)

Selanjutnya Xg(t) dan X;(t) dinyatakan sebagai populasi mangsa, sedangkan
F(Xs(t)) dan F(X;(t)) dinyatakan sebagai populasi mangsa yang berhasil di-
mangsa [1].
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2.3. Analisis Kestabilan Titik Keseimbangan

Diberikan Y = (21,22, 73)eR® dengan z1,79,73 > 0, maka 3 > 0 ada jika
= (21,22)eR? dengan x1,72 > 0 dan perlu untuk mendefinisikan polinomial
persamaan karakteristik dari matriks Jacobian [6].

Definisi 2.1 Polinomial karakteristik A derajat n didefinisikan P,(\) = |A—\I| =
0 dengan \; nilai eigen i =1,2,3,...,n dari matriks Jacobian Ay, .

Lemma 2.2 Diberikan Sistem Persamaan Differensial berorder satu

—
L = f (1,2)
dt 1,42

dengan linierisasi di titik keseimbangan (x~,y~) dikatak-

day
= 9(w1,12)

an stabil jika dan hanya jika polinomial persamaan karakteristik dari matriks Ja-
cobian Asyo di titik keseimbangan (x~,y~) adalah:

JA= X=X +kiA+k =0 (11)
dengan k1, ks > 0.
Untuk ukuran Asxs di titik (x~,y~) adalah:
N+ kN + kA + k3 =0 (12)
dengan kq, ks > 0 dan ki1ks > k3.

%
Teorema 2.3 Diberikan & = (£1,€2,Es,...,&,) titik keseimbangan. Jika semua
bagian real nilai eigen dari matriks Jacobiannya negatif atau R.(\;) < 0 untuk
setiap 1, maka titik keseimbangan dikatakan stabil.

Jadi dari persamaan (11) dan (12), masing-masing didapat 2 dan 3 Kriteria Routh-
Hurwitz. Selanjutnya dari model Kolmogorov akan dicari titik keseimbanagan dan
akan diuji kestabilannya.

3. Pembahasan

3.1. Model Epidemik Mangsa dan Pemangsa

Laju pertumbuhan mangsa dan pemangsa :

AN(t) N(t) mN (t)P(t)
o _rN(t)(l - ) SN (13)
dp(t) _ omN@®P(H) P() (14)

dt v+ N(t)
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dengan r angka kelahiran perkapita mangsa tanpa ada pemangsa, w angka
kematian alami pemangsa, K kapasitas batas, m angka pencarian, € faktor
konversi dan v koefisien setengah jenuh untuk mangsa dalam satuan waktu [7].
Persamaan (13) dan (14) disebut model tipe II dari Holling.

Berdasarkan pada asumsi (1) model [1] dengan populasi mangsa S(t) dan ikan
terinfeksi I(¢) dalam satu ekosistem pada waktu ¢. Model tipe II Holling tidak
berlaku lagi, karena angka kelahiran perkapita ikan secara logistik dengan populasi
N(t) = S(t) + I(t), pengurangan populasi ikan rentan tergantung dan sebanding
dengan banyaknya populasi pelikan yang memangsa dengan angka pencarian per-

satuan waktu, yaitu: dan pengurangan ikan rentan juga tergantung

‘
Y+S ) +vI(t)
dan sebanding dengan banyaknya ikan yang rentan dan terinfeksi dengan angka

penularan penyakit v. Laju pertambahan populasi ikan rentan :
ds(t) S(t)I(t) LS(t)P(t)
TR rS(t) (1 % TS0 T ol (D) AS(t)I(t) (15)

Diasumsikan angka pertambahan populasi ikan yang terinfeksi tergantung dan
sebanding dengan banyaknya ikan rentan dan terinfeksi dengan angka penularan

A, pengurangan populasi ikan terinfeksi tergantung dan sebanding dengan popula-

si pelikan yang memangsa dan angka pencarian persatuan waktu dan

¢
Y+S(&)+oI(t)
faktor konversi v tidak tergantung pada banyaknya populasi pelikan yang memang-

sa dengan angka kematian perkapita ikan terinfeksi p. Misalkan laju pertambahan
dI(t)

populasi ikan yang terinfeksi =, didapat:
dI(t) vlI(t)P(t)
— _ I(t) - —— 2"\ T 1
a MO = ey e MW (16)

Diasumsikan angka pertambahan populasi pelikan tergantung dan sebanding
dengan banyaknya ikan yang rentan dan terinfeksi dengan angka pencarian per-

satuan waktu dan faktor konversi 6, pengurangan populasi pelikan

¢
Y+S (@) +vI(t)
tergantung dan sebanding dengan banyaknya ikan yang terinfeksi dan banyaknya
populasi pelikan yang memangsa dengan angka pencarian m dan faktor
konversi ¢ juga tidak tergantung pada populasi ikan dengan angka perkapita alami

pelikan w. Misalkan laju pertambahan populasi pelikan dl;gt), didapat

dP(t) _ 0US(t) + vI(D)P() . YulI(t)P(t)
dt v+ S(t)+vI(t) v+ S(t) +vI(t)

Dengan penskalaan, ambil P(t) = Zp(t), d5(t) — dsW) grp)dt = LU qan

dt at dt
dlzgt) = 2 gehingea

dt
ds(t) _ S@){T(I(_S(t)_z(t)))\z(t) - qﬂ%} (18)

(17)
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dan substitusikan A = % dan v = KT ke persamaan (18), didapat

40 {2 (- 100 Y o

Karena r dan K masing-masing sebagai angka kelahiran perkapita ikan yang
rentan maksimal dan kapasitas batas maksimal, artinya nilai » dan K sama dengan
1, sehingga persamaan (19) menjadi:

ds(t)
dt

- s(t){l —s(t) — (1+ B)ilt) - Hs?g(i)m(t)} (20)

Dengan cara yang sama dari persamaan (16) dan (17),didapat:

di(t) oy vDe()
dt _Z(t){ﬁ(s(t) ) F+s(t)+m'(t)}

(21)
B — b0 20+ (60 - i + 50+ vi(0) - e}

Persamaan (20) dan (21) merupakan model epidemik mangsa pemangsa yang
berbentuk persamaan differensial berorder satu, diperoleh:

diii(tt) - S(t)f(S, va)
dil(tt) — i(t)g(s,4,p) (22)
0 — p(e)h(s, i)
dengan :
Flsyip) = 1= s(t) — (1+ B)ilt) — B
vlp(t)

9(s,1,p) = B(S((t)) _(OE))_ W
. s(t)4+v(i(t)—m)e(t
h(s,i,p) :C{Wm@) —ej

r

Persamaan (22) disebut model bentuk Kolmogorov [8].

3.2. Titik-titik Keseimbangan

Titik-titik keseimbangan pada model Kolmogorov yang diberikan terletak pada :

R4y = 4(5(0),20), p(0)/5(2),8(0), p(2) > 0)} (23)
dengan :
s(Of 1= 50 = 1+ 9)it) - s | =0
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i(t){ﬁ(s(t) —a) - H(Ft;f)(t)} =0 dan
pl0c{ S0 o

dan didapat matriks Jacobian dari fungsi f, g dan h dari parameter s,i dan p
adalah

f+sfs sfi sfp a;n Gz Q13
J = 95 g+1ig; i9p = | a21 a2z a3 |. (24)
phs phi  h+ph, asy asz a3

Parameter s(t),i(t) dan p(t) akan dicari letak titik-titik keseimbangannya, ya-
itu:

1. Titik keseimbangan T = (0,0,0) tanpa syarat.

2. Titik keseimbangan S = (1,0,0) tanpa syarat.

3. Titik keseimbangan ST = (a, L‘L—g, 0) dengan syarat 0 < a < 1.

4. Titik keseimbangan SP = (f@e,o, 1?5(1;;-21)> dengan syarat e < F%rl

5. Titik keseimbangan STP = (3,4, ) dengan

(000 a2 ()-00)
5o DO 80D

Titik-titik keseimbangan akan diselidiki pada sistem koordinat («,e). Khusus
untuk titik STP = (5,4, p) didapat dari teorema dibawah ini.

Teorema 3.1 Titik keseimbangan SIP dikatakan ada jika dan hanya jika 0 <
1 a(l+8)+v(l—n)(l—a) v+ Ba
<lie< ——d
S S T MMM )+ A rol—a) T w+Ba)+T(v+p)

Letak titik-titik keseimbangan pada bidang («,e):

v+ Ba
(v+ Ba)+T(v+ B)

A= (o, HF(”Hﬂ)> dan C = (1’r1+1))'

melalui titik

a. Persamaan o = 1 dan persamaan linier e; =
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b. Persamaan linier e; = O([l(}: ﬁ))(;‘f(ﬁl);’?) ((11 —oz)) melalui B =
« v(l -«

(M,o) dan C = <1I’—1i-1>

Berdasarkan hasil perhitungan sebelumnya didapat:

1. Titik keseimbangan T dan S ada dan tanpa syarat.

2. Titik keseimbangan ST ada, jika 0 < a < 1.

1
3. Titik keseimbangan SP ada, jika 0 < e < ——

r+1
4. Titik keseimbangan SIP ada, jika 0 < a < 1 ; e < 1%1 dan
a(l+@)+v(l-n(l-a) __ __ uvtfa
(C+a)(1+8)+v(l—a) (v+ o) +T(v + B)

Hasil perhitungan digambarkan pada bidang «;, e.

e e
TS, ' e

T,S,SI T,s
1 T,§

T,S,SI,SP

T,S,5P
T,5.51,SP,SIP

T,S,SP,SI p

(0,0) B 1

Gambar 1: Letak Titik-titik Keseimbangan Pada Bidang (o, e)

Untuk selanjutnya titik-titik keseimbangan pada bidang («,e) akan diuji kes-
tabilannya.
3.3. Stabilitas Titik Keseimbangan
Titik keseimbangan, diuji pada teorema berikut.

Teorema 3.2 Jika o > 1 dan e >
stabil.

F%rl, maka titik keseimbangan S = (1,0,0)
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Untuk titik keseimbangan ST = («, i—g), akan diuji dengan teorema berikut.

a(l+B8)+v(l—n1 -«
C+a)(1+8)+v(l—a)’

1 _
ST = (a, Hg,o) stabil.

Bukti Dengan menggunakan persamaan (24) didapat matriks Jacobian J(STI)

Teorema 3.3 Jika e > maka titik keseimbangan

—x —a(l + i,a
( B) T+a+virs
(1-a)p 0 1-a [ _ vl
1+p 1+ F+a+vﬁ—g
(14+8)(a—el—ea)+v(l—a)(1—n—e
0 0 C( T (L A) Fo(T—a) >

dan persamaan karakteristiknya, |[J(SI) — AI| = 0. Selanjutnya dengan eks-

pansi menurut baris ketiga didapat (c(e; — e — X))(A2 + aX + Bla — a?)) = 0.
_ 2 _ Ao — o2

Jadi nilai-nilai eigennya A\ = e; — e, Ay = atva (a—a?)8 dan A3 =

2
—a— /a2 —4(a—a?)B

2
Diketahui e > e; dan @ < 1 maka A\{ = e; —e < 0,Ay < 0 dan A3 < O,
akibatnya R.(\1) < 0, Re(A2) < 0 dan R.(\3) < 0. Menurut teorema 2.3 berarti
ﬁ,O) stabil.
Te 0 1—e(+1)
1—e’ 7 (1—e)?

titik keseimbangan ST = («,

Titik keseimbangan SP = <
berikut.

>, dengan teorema sebagai

Teorema 3.4 Jika maka titik

T . 1 v+ fa
T +1 <e<mm{1“+1’(v+ﬁa)+r(“+5)}}

keseimbangan SP = Le ,0, L—el+1) stabil.
l—e (1—e)?

Teorema berikutnya, ternyata titik SIP, tidak stabil.

Teorema 3.5 Titik keseimbangan SIP = (3,1,p) adalah tidak stabil.

Hasil uji kestabilan titik keseimbangan model Kolmogorov adalah semua titik
stabil asimtotik kecuali titik STP, dengan kondisi, menghasilkan proporsi dari ikan
yang rentan, ikan yang terinfeksi dan proporsi pelikan tidak menentu pada setiap
t atau menjauhi titik keseimbangan SIP.
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