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Abstrak

Ruang metrik adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan fungsi
jarak. Jika range dari fungsi jarak (himpunan bilangan real) diganti dengan
ruang Banach real, maka diperoleh pengertian ruang metrik cone. Pada
paper ini diperkenalkan pengertian ruang metrik cone dengan jarak-w,
yang merupakan hasil pengembangan dari ruang metrik cone. Selanjutnya,
dikaji bahwa teorema titik tetap pemetaan kontraktif pada ruang metrik
cone lengkap masih tetap berlaku pada ruang metrik cone lengkap dengan
jarak-w.
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1. Pendahuluan

Analisis fungsional merupakan salah satu cabang matematika analisis klasik. Me-
tode analisis fungsional sangat besar peranannya dalam berbagai bidang mate-
matika dan aplikasinya. Dalam analisis fungsional dipelajari lebih umum tentang
“ruang” dan "fungsi” yang terdefinisi padanya. Sebagai contoh, himpunan tak
kosong yang dilengkapi dengan ”fungsi jarak”, dinamakan ruang metrik, kemudi-
an ruang linear yang dilengkapi dengan ”fungsi norm” dinamakan ruang norm [1].
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Berbicara mengenai ruang metrik, Long-Guang [2], memperumum ruang metrik
menjadi ruang metrik cone, yaitu dengan mengganti range fungsi jarak (himpunan
bilangan real) menjadi ruang Banach real. Salah satu teorema yang terkait dengan
ruang metrik dan menarik untuk diteliti adalah teorema titik tetap Banach atau te-
orema titik tetap pemetaan kontraktif. Teorema tersebut menjadi sumber penting
dari teorema eksistensi dan ketunggalan dalam berbagai cabang analisis. Aplikasi
dari teorema titik tetap inipun memegang peranan yang cukup besar, antara lain
sistem persamaan linear, persamaan differensial biasa/parsial, persamaan integral
dan lain-lain. Bertolak dari itulah, maka Long-Guang [2] memperumum teorema
titik tetap Banach pada ruang metrik ke dalam ruang metrik cone. Pengembangan
teorema titik tetap Banach pada ruang inipun banyak diteliti lebih lanjut, salah
satunya dilakukan oleh Raja dan Vaezpour [3]. Dalam penelitiannya, Raja dan
Vaezpour memperumum definisi pemetaan kontraktif menjadi c-nonexpansive dan
(¢, A)-uniformly locally contractive functions f-closure, c-isometric pada ruang me-
trik cone lengkap. Berbeda dengan Raja dan Vaezpour, penelitian Lakzian dan
Arabyani [4] terfokus pada pengembangan ruang metrik cone menjadi ruang me-
trik cone dengan jarak-w. Dengan analogi yang sama dari beberapa penelitian
yang telah dilakukan oleh [4][2], tujuan utama dari paper ini adalah menunjukkan
bahwa teorema titik tetap pemetaan kontraktif pada ruang metrik cone lengkap
masih tetap berlaku pada ruang metrik cone lengkap dengan jarak-w.

2. Ruang Metrik Cone Dengan Jarak-w

Pada bagian ini dibahas tentang ruang metrik cone dengan jarak-w. Sebelumnya,
didefinisikan pengertian cone, urutan parsial, cone normal dan ruang metrik cone.
Beberapa contoh dan sifat-sifat yang terkait diberikan pula pada bagian ini.

Definisi 2.1 [2] Diberikan E ruang Banach real dan P C E. P disebut cone jika
dan hanya jika

i. P tertutup, P # @ dan P # {0}
1. a,beR a,b>0,z,yce P—ax+byecP
iii. © € P dan (—z) € P=x=0

Berikutnya, jika P C FE cone, didefinisikan urutan parsial ”<” terhadap P
dengan z < y jika hanya jika y — x € P. Untuk z < y diartikan z < y dan = # y.
Untuk z < y diartikan y — z € intP (interior P) [2].

Definisi 2.2 [2] P disebut cone normal jika terdapat K > 0 sehingga Vz,y € E
dengan 0 < x <y berakibat ||z|| < K ||y]|-
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Untuk selanjutnya, selalu diasumsikan bahwa F ruang Banach real, P cone dalam
FE dengan int P # () dan ” <” adalah urutan parsial terhadap P.
Misalkan X # (). Fungsi d : X x X — E sehingga memenuhi

i 0<d(x,y) untuk semua z,y € X dan d (z,y) =0 jika hanya jika © =y
ii d(z,y)=d(y,z) untuk semua z,y € X
iii d(z,y) < d(z,2) +d(y, z) untuk semua z,y,z € X

disebut metrik cone pada X dan (X, d) disebut ruang metrik cone.
Contoh :

1. Misalkan £ = R, P:={rc€E:2>0}, X = Rdan d: X xX — FE
sehingga d (x,y) = |z — y|, maka (X, d) ruang metrik cone.

2. Misalkan £ = R2, P:={(z,y) € E:2,y >0}, X = Rdan d: XxX - F
sehingga d(z,y) = (|Jz —y|,a|x —y|) dengan a > 0, maka (X,d) ruang
metrik cone.

Definisi 2.3 [//Misalkan X ruang metrik cone dengan metrik d, maka fungsi p :
X x X — FE disebut jarak-w pada X jika memenuhi:

1. 0 < p(z,y) untuk semua x,y € X
2. p(z,y) <X pl(x,z)+ply,z) untuk semua z,y,z € X
3. p(x,.) = E lower semi kontinu untuk semua x € X

4. untuk semua 0 < «, terdapat 0 < B sehingga p(z,x) < S dan p(z,y) < B
berakibat p(z,y) < o dengan o, B € E.

Contoh :
1. Misalkan (X, d) ruang metrik, maka p = d merupakan jarak-w pada X.

2. Misalkan X ruang norm dengan norm Euclid, maka fungsip : X xX — [0, 00)
yang didefinisikan oleh p (x, y) = ||z||+||ly|| untuk semua z,y € X merupakan
jarak-w pada X.

Berikut ini didefinisikan pengertian barisan konvergen, barisan Cauchy pada
ruang metrik cone dengan jarak-w.

Definisi 2.4 [/] Misalkan (X, d) adalah ruang metrik cone, p adalah jarak-w pada
X, x € X dan {z,} barisan dalam X.
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a. {z,} disebut barisan Cauchy-p jika untuk setiap o € E, 0 < «, terdapat bi-
langan asli N sehingga untuk semua m,n > N, p(zn, z,) < a.

b. Barisan {x,} dalam X disebut konvergen-p ke x € X jika untuk setiap o € E,
0 < «, terdapat bilangan asli N sehingga untuk semua n > N, p(z,x,) <
«a. Karena p lower semi-kontinu, maka untuk semua n > N, p(z,,z) < a.
Dinotasikan lim,,_,c x,, = x atau x,, — x.

c. (X,p) disebut ruang metrik cone lengkap dengan jarak-w jika setiap barisan
Cauchy-p dalam X konvergen-p.

3. Teorema Titik Tetap Pemetaan Kontraktif

Pada bagian ini dibuktikan bahwa teorema titik tetap pemetaan kontraktif pada
ruang metrik cone lengkap tetap berlaku pada ruang metrik cone lengkap dengan
jarak-w. Sebelumnya, didefinisikan pengertian titik tetap dan pemetaan kontraktif
pada ruang metrik.

Definisi 3.1 [1] Titik tetap dari pemetaan T : X — X adalah © € X yang
dipetakan pada dirinya sendiri, artinya, Tx = x.

Sebagai contoh : pemetaan T : R — R dengan Tx = x? mempunyai dua titik

tetap yaitu 0 dan 1, translasi tidak mempunyai titik tetap, dan sebuah rotasi
mempunyai satu titik tetap yaitu pusat dan rotasi.

Definisi 3.2 [1] Misalkan X = (X,d) ruang metrik. Pemetaan T : X — X
disebut kontraktif pada X jika terdapat bilangan real positif a < 1 sehingga untuk
semua x,y € X berlaku:

d(Tz,Ty) < ad(z,y).

Teorema 3.3 [2] Misalkan (X,p) ruang metrik cone lengkap dengan p adalah
jarak-w, P cone normal pada X. Jika T : X — X memenuhi kondisi p(Tz,Ty) <
kp(x,y)) untuk semua x,y € X, dengan k € (0,1) suatu konstanta, maka T mem-
punyai titik tetap tunggal dalam X. Untuk setiap x € X barisan iterasi {T"(x)}
konvergen ke titik tetap tersebut.

Bukti Untuk setiap xo € X dan n > 1 dibentuk barisan iterasi T (zo) dengan
x1 = Tag, 20 = Txy = T(Tx0) = T?x0,. .., 001 = Tx, = T g, maka dipero-
leh
P(@nt1,2n) = p(Tn,Trp-1) < kp(Tn, Tp-1)
X k- kp(p_1,Tn-2) X ... < k"p(a1,20)
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Menurut Definisi 2.3, untuk n > m diperoleh

p(CEn, xm) < p(xnvxnfl) +p(xn717xn72) + L +p(l.m+1axm)
< (B" T kT2 EM)p(r, mo) = KM p(, ).

Karena 0 < k < 1 maka 1 — k"™ < 1. Jadi p(zpn, Tm) < %p(xl,xo).

Misalkan ¢ € FE dengan 0 < ¢, maka terdapatlah bilangan asli N; sehingga
untuk semua m > N; berlaku (%)p(ml,xo) < c. Jadi p(xy, zm) < ¢, untuk
semua n > m. Dengan kata lain {z,} barisan Cauchy-p di X. Karena X ruang
metrik cone lengkap, berdasarkan Definisi 2.4, berakibat barisan x,, konvergen-p,
katakan konvergen ke z* € X (z,, — z*,n — c0). Jadi dengan mengambil bilangan
asli Na sehingga p(z*, z,,) < ¢/2 untuk semua n > Ny. Dengan demikian

p(Tz*,z*) p(Tx*, Twy) + p(Txy, 2*) < kp(z*, 2™) + p(Tpy1,27)

<
< p(x*;xn)+p(xz+1,x*)<<%_,_%:C

untuk semua n > Np. Jadi p(Tz*,2*) < ¢/m, untuk semua m > 1 atau < —
p(Tz*,z*) € P, untuk m > 1. Karena ¢/m — 0,m — oo dan P tertutup, maka
—p(Tx*,x*) € P. Menurut Definisi 2.1, p(Tx*,2*) € P dan —p(Tz*,z*) € P
maka p(Tx*, 2*) = 0. Jadi Tx* = «*. Terbukti z* titik tetap dari T'. Selanjutnya,
jika y* titik tetap yang lain dari T, maka p(z*,y*) = p(Tz*, Ty*) < kp(z*,y*).
Jadi z* =y*. W

Dengan analogi yang sama dari Teorema 3.1 diperoleh dua teorema berikut,
yang merupakan hasil utama dalam paper ini.

Teorema 3.4 [2] Misalkan (X,p) ruang metrik cone lengkap dengan p adalah
jarak-w, P cone normal pada X. Jika T : X — X memenuhi kondisi p(Tz, Ty) <
k(p(Tz,y) + p(Ty,z)) untuk semua z,y € X, dengan k € (0, %) suatu konstanta,
maka T mempunyai titik tetap tunggal dalam X. Untuk setiap © € X barisan
iterasi {T™(x)} konvergen ke titik tetap tersebut.

Bukti Untuk setiap 29 € X dan n > 1 dibentuk barisan iterasi 7" (z() dengan

x1 = Twg,w0 = Txy = T(Txg) = T?x0,...,0p11 = Tx, = Tz, maka
diperoleh
p(anrl»xn) = p(T‘ranxnfl) <k(p(Txnaxn)"_p(Txnflvfn))

= k(p(ajn+17xn71) +P($n7$n)) = k(p(anrlaxnfl))
E(p(@ni1,2n) + p(2n, nn—1))(karena p adalah jarak-w pada X)

N

Jadi p(2n41,2n) < ﬁp(wmxn,l) = hp(xy, p—1) dengan h = ﬁ
Untuk n > m,

p(xnvxm,) < P(In, 'Tn—l) +p(xn—1; 'Tn—2) + ... +p(mm+17xm)
< (AL R4 R)p(a, o) < RS p(a, @o)
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Karena 0 < k < 1 maka 0 < h < 1. Jadi p(zn, zm) < %p(xl,xo).

Misalkan ¢ € E dengan 0 < ¢, maka terdapatlah bilangan asli N7 sehingga
untuk semua m > N; berlaku (%)p(azl,xo) < c. Jadi p(zp,xm) < ¢, untuk
semua n > m. Dengan kata lain {z,} barisan Cauchy-p di X. Karena X ruang
metrik cone lengkap, berdasarkan Definisi 2.4, maka {z,} konvergen-p, katakan
konvergen ke 2* € X (z, — 2*,n — c0). Jadi dengan mengambil bilangan asli Ny

sehingga p(z*, x,) < ¢/3 untuk semua n > Ny. Dengan demikian

p(Tx*, x*) p(Tx*, Txy,) + p(Txy, z*) <X k(p(Tz*, 2™) + p(Txy, z*)) + p(Tx,, z*)
c

<
< pat mn) + p(Ter1, %) F p(Tng1,2") K §+ 5+ 5 =

untuk semua n > Np. Jadi p(Tz*,2*) < ¢/m, untuk semua m > 1 atau = —
p(Tz*, 2*) € P, untuk m > 1. Karena ¢/m — 0,m — oo dan P tertutup, maka
—p(Tx*,2*) € P. Menurut Definisi 2.1, p(Tz*,2*) € P dan —p(Tz*,2*) € P
maka p(Tx*, 2*) = 0. Jadi Tx* = x*. Terbukti z* titik tetap dari T. Selanjutnya,
jika y* titik tetap yang lain dari T, maka (a*, y*) = p(Ta*, Ty*) < k(p(Tz*,y*) +
p(Ty*,z*)) = 2kp(x*,y*). Jadi p(z*,y*) = 0,2* = y*. Dengan demikian terbukti
bahwa T" mempunyai titik tetap tunggal dalam X. H

Teorema 3.5 [2] Misalkan (X,d) ruang metrik cone lengkap dengan p adalah
jarak-w, P cone normal pada X dengan konstanta K. Jika T : X — X memenuhi
kondisi p(Txz,Ty) < k(p(Tz,z) + p(Ty,y)) untuk semua z,y € X, dengan k €
(O, %) suatu konstanta, maka T mempunyai titik tetap tunggal dalam X. Untuk
setiap © € X barisan iterasi {T™(z)} konvergen ke titik tetap tersebut.

Bukti Untuk setiap xg € X dan n > 1 dibentuk z1 = Txg,z0 = Tx, =
T(Txo) =T%x}...,0p11 = Ty = T ag, maka diperoleh

p(xn+1,$n) = p(TxnaTxnfl) < k(p(Txnaxn) +p(T:vn,1,xn,1))
= k(p(anrl,xn) —I—p(xn,xn,ﬂ)
(p(xn-l-l’xn)) < p($n7$n_1)

ﬁp(mn,xn_l) = hp(xy,Tn—1) dengan h = ﬁ

o

p(xn-‘rly xn) -
p($n+1, 'Tn)

N

Menurut Definisi 2.3, untuk n > m diperoleh

P(Tny 1) + p(Tn—1, Tny2) + .o+ P(Trg1, Tm)
(hnil + hn72 +.oot hm)p(whx(}) < {iihp(xlvx())

p(ITL?:EWL) <
<

Karena P normal cone, maka menurut Definisi 2.2 terdapatlah konstanta K > 0,
sehingga [[p(2, 2,0)|| < 27 K[p(e1, x0) . Akibatnya, p(ay. ) — 0(n,m — o0).
Jadi x,, barisan Cauchy-p di X. Karena X ruang metrik cone lengkap dengan
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jarak-w maka barisan Caunchy-p di dalam X konvergen-p, katakan konvergen ke
z* € X(xy, = 2%, n — 00).
Karena

p(Tz",2") < p(Ton, T2") S k(p(Txn, xy) + p(T2", 7)) + p(Tni1, ")

* % 1 *
p(Ta",2%) S =5 (bp(TTn, 2n) + p(Eni1,27))

* * 1 *
lp (Tz™, &™) || < K 3= (kllp(T2n, 2n)ll + lIp(2n4+1,27)]) — 0

Jadi, ||p(Tz*,z*)|| = 0. Hal ini berakibat Tz* = «* atau x* titik tetap dari T
Tinggal menunjukkan ketunggalannya. Jika y* titik tetap yang lain dari 7', maka
p(a*,y") = p(Ta”, ty") < k(p(Tz”,2") + p(Ty*,y*)) = 0. Jadi z* = y*. W

4. Penutup

Dari pembahasan di atas dapat disimpulkan bahwa teorema titik tetap pemetaan
kontraktif tetap berlaku pada ruang metrik cone lengkap maupun ruang metrik
cone lengkap dengan jarak-w.
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