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Abstrak

Misalkan terdapat graf Buckminsterfullerene Bgy dengan 60 titik. Graf Buckminsterfullerene-
subdivisi, dinotasikan Bgg ,, n = 1, dikonstruksi dengan cara melakukan operasi subdivisi terhadap satu
sisi tertentu di Bggy, yaitu penyisipan sebanyak n titik di sisi tersebut. Selanjutnya, Graf
Buckminsterfullerene-star, dinotasikan Bgy5S;,, n = 1, dikonstruksi dengan cara mengidentifikasi masing-
masing satu titik daun dari lima graf bintang S,, dengan titik yang bersesuaian di Bg,. Pada artikel ini akan
ditentukan dimensi metrik dari By ,, dan Bg(5S,, untuk n > 1.

Kata Kunci: Dimensi metrik, himpunan pembeda, Buckminsterfullerene-subdivisi, Buckminsterfullerene-
star.

Abstract

Let By be the Buckminsterfullerene graph on 60 vertices. The Buckminsterfullerene-subdivision,
denoted by Bgppn, n =1, is constructed by subdividing one particular edge of By, into n+/ edges.
Moreover, Buckminsterfullerene-star, denoted by Bgy5S,, n = 1, is constructed by identifying one leaf
from five stars S,, with the corresponding vertex of Bg. This paper will discuss the metric dimension of
Buckminsterfullerene-subdivision and Buckminsterfullerene-star graphs.

Keywords: Metric dimension, resolving set, Buckminsterfullerene-subdivision, Buckminsterfullerene-star.

1 Pendahuluan

Konsep dimensi metrik pada suatu graf diperkenalkan secara terpisah oleh Slater [1] dan
Harary dan Melter [2]. Selanjutnya, Chartrand dkk. [3] memberikan definisi baku dimensi metrik
dari suatu graf terhubung G sebagai berikut. Misalkan terdapat graf terhubung G = (V, E), dan
misalkan terdapat himpunan terurut W = {wy,ws, -, wy} € V(G). Representasi titik v € V(G)
terhadap W, dinotasikan r(v|W), didefinisikan sebagai k-vektor

r(v|W) = (d(v, wy),d(v,w,),...,d(v, Wk)).

Jika untuk setiap dua titik u dan v di G diperoleh bahwa r(u|W) # r(v|W) maka W dinamakan
himpunan pembeda dari ¢G. Himpunan pembeda dengan kardinalitas minimum disebut sebagai

himpunan pembeda minimum, sementara nilai kardinalitas minimum tersebut dinamakan dimensi
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metrik dari G, dinotasikan dim(G). Definisi dan notasi lainnya yang digunakan mengacu ke Diestel
[4].

Berikut diberikan beberapa hasil terkait penentuan dimensi metrik dari suatu graf yang
merupakan hasil operasi terhadap graf lain yang telah diketahui dimensi metriknya. Pada [5],
Saputro dkk. memperoleh dimensi metrik graf hasilkali lexicographic dari beberapa graf tertentu.
Selanjutnya, pada [6] diberikan batas atas dan batas bawah dimensi metrik graf hasil amalgamasi
beberapa graf terhubung sebarang. Putra dkk. [7] menentukan dimensi metrik dari graf hasil operasi
join antara graf roda dan siklus, dinotasikan W,, + C,, untuk n € {3,4}.

Pada [8] diperoleh dimensi metrik graf hasil operasi amalgamasi graf tangga segitiga
diperumum homogen. Hasil pada [8] diperumum oleh Yulianti dkk. [9] dengan menentukan dimensi
metrik amalgamasi graf tangga segitiga diperumum sebarang, dinamakan graf triangle-net.
Selanjutnya, pada [10] diberikan hasil terkait dimensi metrik graf amalgamasi graf lengkap
Amal(nK,,) untuk n = 4 dan m > 4. Yulianti dkk. [11] memberikan dimensi metrik graf hasil
operasi thorn dan thorn-subdivisi terhadap graf lengkap K, untuk n > 1. Kemudian pada [12]
diberikan dimensi metrik graf hasil subdivisi terhadap graf Lobster, dengan cara menyisipkan m
titik di setiap sisi graf tersebut, dinotasikan R.(q,7)m untuk n, g, r, m > 2.

Andova dkk. [13] membahas tentang graf fullerene, yang merupakan representasi dari
molekul fullerene, suatu molekul polyhedral yang terbuat dari atom karbon. Selanjutnya, Akhter
dkk. [14] memperoleh dimensi metrik dari graf (3,6)-fullerene dan (4,6)-fullerene, dimana graf
(k,6)-fullerene adalah graf fullerene dengan semua face yang berbentuk k-gon dan hexagon, untuk
k =3,4,5. Graf Buckminsterfullerene Bsy yang didefinisikan oleh Kroto dkk. [15] adalah salah satu
jenis graf (5,6)-fullerene dengan bentuk paling simetris. Putri dkk. [16] memperoleh bahwa dimensi
metrik graf Bsyp adalah 3. Amalia dkk. [17] menentukan dimensi metrik graf Buckminsterfullerene-
type Bso(1,t) untuk I <t < 5. Graf tersebut dikonstruksi dengan mengidentifikasi lima titik terluar
dari graf Bso dengan lima titik yang bersesuaian di lima salinan graf Bso. Selanjutnya, Yulianti dkk.
[18] menentukan dimensi metrik dari graf Buckminsterfullerene-net, yaitu graf yang berasal dari
amalgamasi titik terhadap m salinan graf Bsp untuk m > 2. Pada artikel ini akan ditentukan dimensi
metrik dari dua graf hasil modifikasi terhadap graf Buckminsterfullerene Bgso, yaitu graf
Buckminsterfullerene-subdivisi dan graf Buckminsterfullerene-star.

Misalkan terdapat graf Buckminsterfullerene Bsp dengan himpunan titik dan himpunan sisi

yang didefinisikan oleh Putri dkk. [16] sebagai berikut.
V(Bso) = {vi,zi|1 <1< 53U {w;,y;|1 <j <15} U {x|1 < k < 20}, (1)

E(Bego) = {vivi41, 21214111 S T < 43U Wy Wipi1, Y Vm+1|1 S m < 14} (2)
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U {XnXn41]ll <1 <19} U {WaiXg041, Xa1Y3141, V31214111 S T < 4}
U {viW3i_2, W3i_1X4i—2, X4i-1Y3i-1|1 < I < 5}

U {Wisx1, X20¥1, Y1521, V1 Vs, Z1Z5, W1 W15, Y1 Y15, X1X20}-

Pada artikel ini graf Buckminsterfullerene-subdivisi, dinotasikan Bgg ,, untuk n > 1, diperoleh
dengan melakukan operasi subdivisi terhadap sisi e = v,vs, yaitu dengan menyisipkan sebanyak »
titik ke sisi tersebut. Maka diperoleh:

V(Bson) = {vi, zi11 <1< 53U {w;,y;|1 <j <15} U{x]1 < k < 20}
Ufvy, |1 < t< nf, 3)
E(Bson) = (vivizr, 2iZ141|1 S 1< 4} U {wiWing 1, YmYmeall < m < 14}
U{xexg1ll < k < 193U {wgiXaigq, XYz YaiZisa |1 < 1 < 43
U {viw3z;—2, W3i—1X4i-2, X4i-1Y3i-1|1 < T < 5}
U {v1Vs, 2125, W1 W15, Y1 Y15, X1X20, W15X1, X20Y1, Y1521}
V) {v4,sv4,s+1|1 <s<n-— 1} U {V4V41, VanVs} 4)

Selanjutnya, misalkan terdapat graf Buckminsterfullerene Bsy dengan himpunan titik dan
himpunan sisi seperti pada persamaan (1) dan persamaan (2), serta gabungan lima graf bintang
dengan n sisi yang homogen, dinotasikan 55,,,n > 1, dengan:

V(55,) =v;,|1<i<50<p<n,
E(5S,) = {vigviql1 <i<5,1<q<n}.

Graf Buckminsterfullerene-star, dinotasikan B¢(5S,,n = 1, dikonstruksi dengan cara
mengidentifikasi titik v; di Bgy dengan titik v; ,, untuk 1 < i < 5. Tuliskan titik hasil identifikasi
sebagai v; untuk 1 < i < 5. Maka diperoleh:

V(Bgo55n) = (v, 211 <i <5} U{w;,yj|1 <j <15} U{x|1l < k < 20}
Ufv,|1<i<50<r<n-1}, (5)
E(B605Sn) = {viviy1, Z1Z141|1 <1< 4} U{wpWini1, YimVme1ll S m < 14}
U {xex1ll <k < 19Y U {wyXarpr, XaYaien YaiZiga |1 S U < 4
U {viw3s;—2, W3i-1X4i-2, X4i-1Y3i-1|1 < T < 5}
U {v1Vs, 2125, W1 W15, Y1 Y15, X1X20, W15X1, X20Y1, Y1521}

U {vvi0]l <1 <5} U{oviyll <i<51<q<n}. (6)

2  Metode Penelitian

Penentuan dimensi metrik graf Buckminsterfullerene-subdivisi Bgg, dan graf

Buckminsterfullerene-star B¢o5S, untuk n > 1 dilakukan dengan cara sebagai berikut. Dituliskan
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dim(G) < k untuk G = Bgg,, atau G = Bgo5S,, dan suatu bilangan bulat £, jika dapat ditentukan
suatu himpunan pembeda W dengan |W| = k sedemikian sehingga sebarang dua titik # dan v di G
mempunyai representasi yang berbeda. Selanjutnya, dituliskan dim(G) > k jika untuk setiap
kemungkinan himpunan W* dengan |W*| = k — 1, selalu terdapat minimal dua titik dengan

representasi yang sama.

3  Hasil dan Pembahasan

Pada bagian ini diberikan dimensi metrik graf Buckminsterfullerene-subdivisi By , dan graf
Buckminsterfullerene-star BgyS,, untuk n > 1.
Teorema 1 Misalkan terdapat graf Buckminsterfullerene-subdivisi Bgo, dengan n = 1. Maka
dim(Bgon) = 3.
Bukti.
Misalkan terdapat graf Buckminsterfullerene-subdivisi Bgo , dengan himpunan titik dan sisi pada
persamaan (3) dan persamaan (4). Definisikan suatu himpunan pembeda:
{x13, Zs, U n_+1}, untuk n ganjil,
W= 2

{x13, Zs, v4,% },untuk n genap.

Perhatikan dua kasus berikut.

Kasus 1.A 7 ganjil.

Pilih W = {xlg, Z5,V, n_+1} Perhatikan dua subkasus berikut.
'2
Kasus 1.A.1n = 1.

Pilih W; = {xy3, s, 41 }. Pada Tabel 1 diberikan representasi semua titik di B4 ; terhadap W;.

Tabel 1. Representasi titik Bgg 4

Titik | Represen Titik Represen | Titik | Represen | Titik | Represen | Titik | Represen

tasi tasi tasi tasi tasi
\7i (6,8,2) V2 (5,9,3) V3 (4,8,2) V4 (3,7,1) Vs (5,7,1)
Wi (7,7,3) W2 (8,7,4) W3 (7,7,5) Wy (6,8,4) Ws (5,7,5)
Ws (4,7,4) wr (3,8,3) ws (2,6,4) Wo (1,6,3) Wio (2,6,2)
Wil (2,5,3) Wiz (3,5,3) Wwi3 (4,6,2) Wi4 (5,6,3) Wis (6,6,4)
X1 (7,5,5) X2 (8,6,6) X3 (9,5,6) X4 (8,5,7) X5 (8,6,6)
Xs (6,6,6) X7 (6,5,7) X8 (5,5,6) X9 (4,6,5) X10 (3,5,5)
X1 (2,4,6) X2 (1,4,5) X3 (0,5,4) X4 (1,4,4) XI5 (2,3,5)
X16 (3,3,5) X17 (4,4,4) X8 (5,5,4) Xi9 (6,4,5) X20 (7,4,6)
Vi (7,3,7) 2 (8,4,7) V3 (7,3,8) V4 (7,4,8) Vs (6,4,8)
Vs (5,39 V7 (4,4,7) Vs (3,3,7) Y9 (3,2,7) Yio (2,3,6)
Yii (3,2,6) Yi2 (4,1,7) Yi3 (4,2,7) Yi4 (5,3,6) Yis (6,2,7)
z (6,1,8) z2 (6,2,9) z3 (5,2,9) z4 (4,1,8) zs (5,0,8)
Vq ] (4,8,0)
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Dapat dilihat dari Tabel 1 bahwa setiap dua titik di Bgo; mempunyai representasi yang berbeda

terhadap W;.
Kasus 1.A.2 n ganjil, n > 3.

Pilih W, = {x13, Z5,V, n_-l-l} Dari konstruksi graf Bg ,, diketahui bahwa d(v,, vs) = n +1, sehingga
72

. n+1 n+1 n-1
didapatkan d (v4, v, n+1> =d <v5, v, n+1> =— dan d (v4,1,v4 n+1) == - 1 = -
— — —

2

Dari persamaan (3), tuliskan:
V(Bson) =V (Bso1) U{vapl2 < b <n} (7)

Selanjutnya, akan ditentukan representasi titik-titik di V(B ) untuk » ganjil, n > 3. Ambil sebarang
titik di B ,, namakan titik u. Karena d (u, v, n_+1) = d(u, v4,1) + d (v“, v, n_+1> = d(u, v4,1) +
T2 '2

nT_l, maka representasi titik di Bgg; pada persamaan (7) terhadap W akan berbeda dengan

representasi titik yang bersesuaian terhadap W; di Tabel 1.

Kemudian akan ditentukan representasi dari titik-titik di {v,,|2 < p < n} pada persamaan (7).

Misal terdapat dua titik v, 4 dan v, p, dengan 2 < a, b < n. Perhatikan dua kondisi berikut.

(a) Jika d <v4,a, U4_‘nT+1> *+d (v4,b, U4’nT+1) maka 7 (V4,4 |W3) # 17 (Vs |W2) .

(b) Jika d (UM, U4n_+1) =d <U4_‘b,174_n_+1> maka d(v4,a, v4) * d(v4,b,v4) atau d(v4,a, vs) *
'2 '2
d(v4,p, Vs ), sehingga diperoleh 7(vy o [Wy) # 17(vy 5 |Wo).
Kasus 1.B n genap.
Pilih W5 = {xlg, Zs,V, 2}. Perhatikan dua subkasus berikut.
2

Kasus 1.B.1 n = 2.
Pilih W3 = {x13, z5, v4 1 }. Pada Tabel 2 diberikan representasi semua titik di Bg , terhadap Ws.

Tabel 2. Representasi titik Bgg »

Titik | Represen Titik | Represen Titik | Represen Titik | Represen Titik | Represen
tasi tasi tasi tasi tasi
\7! (6,8,3) %) (5,9,3) V3 (4,8,2) vy (3,7,1) Vs (5,7,2)
wy (7,7,4) W) (8,7,5) W3 (7,7,6) Wy (6,8,4) Ws (5,7,5)
We (4,7,4) wy (3,8,3) ws (2,6,4) Wy (1,6,3) Wio (2,6,2)
Wii (2,5,3) Wiz (3,5,4) wWi3 (4,6,3) Wi4 (5,6,4) Wijs (6,6,5)
X/ (7,5,6) X2 (8,6,7) X3 (9,5,7) X4 (8,5,8) X5 (8,6,6)
X6 (6,6,6) X7 (6,5,7) Xs (5,5,6) X9 (4,6,5) X10 (3,5,5)
Xi1 (2,4,6) X2 (1,4,5) X713 (0,5,4) X114 (],4,4) XI5 (2,3,5)
X116 (3,3,6) X17 (4,4,5) X18 (5,5,5) X19 (6,4,6) X20 (7,4,7)
Vi (7,3,8) 2 (8,4,8) V3 (7,3,9) V4 (7,4,9) Vs (6,4,8)
Ve (5,3,9) V7 (4,4,7) Vs (3,3,7) V9 (3,2,7) Yio (2,3,6)
Yii (3,2,6) Yi2 (4,],7) Vi3 (4,2,7) Vi4 (5,3, 7) Vis (6,2,8)
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Titik | Represen Titik | Represen Titik | Represen Titik | Represen Titik | Represen
tasi tasi tasi tasi tasi
z; (6,1,9) Z (6,2,10) z3 (5,2,9) z4 (4,1,8) zs (5,0,8)
Vi (4,8,0) V2 (5,8,1)

Dapat dilihat dari Tabel 2 bahwa setiap dua titik di Bgy, mempunyai representasi yang berbeda
terhadap Ws.
Kasus 1.B.2 n genap, n > 4.

Pilih - W, = {xy3,25, v%}. Diketahui bahwa d (v, v,n) =2, d(vsv,n) =2+1, dan

2 2

d (174,1, v, 2) = % -1 = nT—z Dari persamaan (3), tuliskan:
]

V(Beon) = V(Beoz) U{vsr|3 < 7 <n} (8)

Akan ditentukan representasi titik-titik di V(Bgg ) untuk n genap, n > 4. Ambil sebarang titik di
Bgon, namakan titik u. Karena d (u, v, g) = d(u, v4'1) + d (v4,1,v4 2) = d(u, v4,1) + nT_z, maka
2 2

representasi titik di Bgg , pada persamaan (8) terhadap W, akan berbeda dengan representasi titik
yang bersesuaian terhadap W3 di Tabel 2.
Kemudian ditentukan representasi titik-titik di {v, .|3 < r < n} pada persamaan (8). Misal terdapat

dua titik v, 5 dan v, p, dengan 3 < a, b < n. Perhatikan dua kondisi berikut.

(a) Jika d (v4,a, v4.§) *+d (v“,, v4,§) maka 7(Vy,q|Wy) # 1(vap|W,) .

(b) Jika d (v4,a' v4.§) =d (v4,b,v4,§) maka d(v4,a,v4) * d(v4,b,v4) atau d(v4,a, v5) *

d (v4,b, v5), sehingga diperoleh 7 (vy o |W,) # 7 (V4 |Ws).
Berdasarkan Kasus 1.A dan Kasus 1.B dapat dilihat bahwa setiap titik di graf Bgg, memiliki
representasi yang berbeda. Diperoleh bahwa dim(Bgg,,) < 3.
Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa untuk sebarang himpunan W* dengan |W*| = 2, selalu
terdapat minimal dua titik di B, dengan representasi yang sama terhadap W*. Pandang beberapa
kasus berikut.
Kasus 2.A Wy = {v;,v;| 1 < i,j <5}, atau Wy ={z;, 2|1 <1,j <5}, atau W = {w;, w;| 1 <
[,j <15}, atau Wi = {y;,y;| 1 <i,j < 15}, atau Wy = {x;, x;| 1 < i,j < 20}.
Tanpa mengurangi perumuman, misalkan Wi = {v;,v;| 1 < i,j < 5}, dengan j = (i + 2) mod 5.
Misalkan Wy = {v;,v3} maka r(ws|W;") = r(ws|W)) = (3,3), sechingga W;" bukan himpunan
pembeda. Untuk titik-titik lain pada Kasus 2.A, pembuktian dilakukan dengan cara serupa.

Kasus 2.B Wy = {v,;,v,;| 1 < i,j < n}.
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Tanpa mengurangi perumuman, misalkan W, = {v, 1, V4| n = 2}. Sebagai contoh, untuk n = 4
misalkan W5 = {vy 1, v44}. Maka 7(x1|W;) = r(x,|W;) = (8,5), sehingga W, bukan himpunan
pembeda. Untuk titik-titik lain pada Kasus 2.B, pembuktian dilakukan dengan cara serupa.

Kasus 2.C W3 ={v;,v,;|1<i<5;1 < j < n}, atau W3 ={w;,1,;|1<i<15 1<)

IA

n}, atau W3 = {x;,1,;|1<i<20;1 < j < n}, atau Wy ={y;,1,;|1<i<15 1<) <
n}, atau W3 = {z;,1,;|1<i<5;1 < j < n}.

Tanpa mengurangi perumuman, misalkan W3 = {x;,v,;| 1 <i<20; 1 < j < n}. Sebagai
contoh, untuk n = 4 misalkan W3 = {x;3,v41}. Maka 7(x11|W5) = 7(¥10|W5) = (2,6), sehingga
W3 bukan himpunan pembeda. Untuk titik-titik lain pada Kasus 2.C, pembuktian dilakukan dengan
cara serupa.

Kasus 2.D W, ={v;,z|1<i<5}, atau Wy ={v;,w;|1 <i<5;1 <j <15}, atau W =
v, ;| 1<i<51 <j<15}, atau W;={v,x|1<i<51<k<20}, atau W, =
{wj,yjl1 <j <15}, atau Wy ={w;,z|1<i<5;1 <j <15}, atau Wy ={wj, x| 1<) <
15,1 <k < 20}, atau Wy ={y;,z;| 1 <i<5;1 <j <15}, atau Wy ={z;, x| 1 < i <5;1 <
k < 20}.

Tanpa mengurangi perumuman, misalkan W," = {z;, x| 1 < i < 5; 1 < k < 20}. Sebagai contoh,
untuk n = 4 misalkan W," = {zs, x13}. Maka r(y¢|W,) = r(y14|W,) = (4,5), sehingga W," bukan
himpunan pembeda. Untuk titik-titik lain pada Kasus 2.D, pembuktian dilakukan dengan cara
serupa.

Berdasarkan Kasus 2.A sampai Kasus 2.D dapat dilihat bahwa W, W,, W3 dan W, bukan
merupakan himpunan pembeda, karena terdapat minimal dua titik yang mempunyai representasi
yang sama. Karena itu, diperoleh bahwa dim(Bgg ) = 3. [

Teorema 2 Misalkan terdapat graf Buckminsterfullerene-star B¢y5S,, dengan n > 1. Maka:

3, n=12
14+5(0n—-2), n=>3.

dim(Bgy5S,,) = {
Bukti.
Misalkan terdapat graf Buckminsterfullerene-star B¢y5S,, dengan himpunan titik dan himpunan sisi
yang didefinisikan pada persamaan (5) dan persamaan (6). Perhatikan dua kasus berikut.
Kasus 1.An =/dann = 2.
Tanpa mengurangi perumuman, misalkan n = 2. Karena Bgy € Bg(5S,, maka dari [16] diperoleh

bahwa dim(Bg5S;,,) = 3. Selanjutnya, definisikan suatu himpunan pembeda W5 = {x43, Z5, v1 }.

Pada Tabel 3 diberikan representasi titik di Bg¢5S;.
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Tabel 3. Representasi titik B¢ 55,

Titik | Represen Titik | Represen Titik | Represen Titik Represen Titik | Represen
tasi tasi tasi tasi tasi
v (5.8,0) Vs (5.9,1) V3 (4.8,2) vy (3.7.2) Vs (4.7.1)
Wi (7.7.1) W, (8.7.2) W3 (7.7.3) Wy (6.8.2) ws (5.7.3)
Ws (4.7.4) wr (3.8,3) Ws (2,6,4) Wo (1,6,4) wo | (263)
Wil (2,5,4) wi2 (3,5,3) Wwi3 (4,6,2) Wiq (5,6,3) Wis (6,6,2)
X (7.5,3) ) (8.6,3) X3 (9.5,4) X4 (8,5.,8) Xs (8.6,4)
Xs (6,6,5) X7 (6.5,5) Xs (5.5,6) X9 (4,6,5) x0 | (355
X1 (2,4,7) X]2 (1,4,6) X3 (0,5,5) X4 (1,4,5) XI5 (2,3,6)
X16 (3,3,5) X17 (4,4,4) X8 (5,5,4) X]9 (6,4,5) X20 (7,4,4)
yi (7,3,5) y2 (8,4,5) V3 (7,3,6) V4 (7,4,6) Vs (6,4,8)
Vs (5,3.7) V7 (4,4,7) s (3,3.8) V9 (3,2,8) Yio (2,3,7)
Vi (3,2,7) Vi2 (4,18) Vi3 (4,2,7) Vi4 (5,3,6) Vis (6,2,6)
z (6,1,7) z2 (6,2,7) z3 (5,2,8) z4 (4,19 Zs (5,0,8)
V150 (6,9,1) V20 (6,1(),2) V3.0 (5,9,3) V4.0 (4,8,3) V5.0 (5,8,2)
Vi1 (7,1(),2) V21 (7,11,3) V31 (6,1(),4) Vq ] (5,9,4) Vs, 1 (6,9,3)

Dapat dilihat bahwa setiap titik di graf Bg,5S, memiliki representasi yang berbeda terhadap W5,

sehingga dim(Bgy5S,) < 3.

Kasus 1.B n > 3.

Definisikan suatu himpunan pembeda Wg = {X13,V; |1 < i < 5;1 < m < n — 2}. Misalkan terdapat

titik a dan b di Bg(5S,, untuk n > 3. Perhatikan beberapa kasus berikut.

Kasus 1.B.1 Misalkan a € V(Bg,) dan b € V(Bg).

Terdapat beberapa kondisi berikut.

(a) Jika d(a, x13) # d(b, x13) maka jelas r(a|Wy) # r(b|Ws).

(b) Jika d(a,x13) = d(b,x,3) maka terdapat suatu s, 1< s <5 dan suatu ¢, 1<t <n-2,
dengan i # s dan ¢ # m, sehingga d(a, vy ) # d(b, vs,). Diperoleh bahwa r(a|Ws) # r(b|Wp).
Sebagai contoh, d(x;s,x13) = d(xq1,%13) = 2 tetapi d(x15,v4,1) * d(xll,vm), sehingga
T(x%15|We) # 7(x11|Ws).

Kasus 1.B.2 Misalkan a € V(Bg,) dan b € V(5S5,,).

Karena d(a, v;,) = d(a,v;) + d(v;, vy, ) maka r(a|Ws) # r(b|Ws) untuk b = v;, atau b = v; ,

untuk 1 <i<5danl1<m<n-2.

Kasus 1.B.3 Misalkan a € V(5S,,) dan b € V(5S,,).

Terdapat beberapa kondisi berikut.

(a) Jika @ = v; dan b = v;,, maka d(a,v;p) =10 =d(b,v;;,), sehingga r(a|Ws) #
r(b|Wg)untuk 1 <i<5danl<m<n-2.

(b) Jika a = v, dan b = v; maka d(a,v;m)=d(ab)+d(b,vi), schingga r(a|W,) #

r(b|Wg)untuk 1 <ij,t <5danl<m<n-—2.
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(c) Jikaa = vy dan b = v; ,, maka diperoleh d(a, vi‘m) =d(a,v) + d(vg, v;) + d(vi, vi‘m) *
0= d(b, vi,m), sehingga r(a|Wy) # r(b|Wg)untuk 1 < i,t <5dan1<m,s <n-—2.

Dari Kasus 1.B.1 sampai Kasus 1.B.3, diperoleh bahwa representasi setiap dua titik di Bgg5S,

berbeda terhadap Ws. Dapat disimpulkan bahwa dim(Bgy5S,) < 1+ 5(n —2) = 5n — 9 untuk

> 3.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa untuk sebarang himpunan W* dengan [W*| =5(n — 2),

selalu terdapat minimal dua titik di B¢¢5S,, dengan representasi yang sama terhadap W*. Pandang

beberapa kasus berikut.

Kasus 2.A Tidak ada titik di Bg, yang menjadi anggota W*.

Tuliskan W5 = {v; |1 < i <5;1 <m <n—2}. Maka terdapat titikk wy dan wy; sedemikian

sehingga d(Wo, Vi) = d(Wy1, Vi) untuk 1 <i <5 dan 1 <m <n— 2. Diperoleh bahwa

r(Wo|Wg) = r(wq |[W5).

Kasus 2.B Terdapat tepat satu titik di By, dan 5(n — 2) — 1 titik di 55,, yang menjadi anggota W*.

Tanpa mengurangi perumuman, misalkan Wy = {x;3,v;f|1 <i < 5;1 < f <n— 3}. Karena

AWin-1,u) = d(Win—pu) untuk setiap titik u di Wy, maka jelas bahwa r(v;,_1|Wg) =

r(Winea|W2).

Dari Kasus 2.A dan Kasus 2.B dapat dilihat bahwa We' dan W¢ bukan himpunan pembeda, karena

terdapat minimal dua titik yang mempunyai representasi yang sama. Karena itu, diperoleh bahwa

dim(Bgo5S,) = 5(n—2) + 1. [

Pada Gambar 1 diberikan graf Buckminsterfullerene-subdivisi B 4 dan graf Buckminsterfullerene-

star Bgo5Ss5. Titik berwarna merah menyatakan anggota himpunan pembeda pada graf tersebut.

(a) (b)
Gambar 1. (a) dim(Bg ) = 3, (b) dim(Bg(5Ss5) = 16
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4

Simpulan

Pada penelitian ini diperoleh bahwa dimensi metrik graf Buckminsterfullerene-subdivisi By ,,

adalah tiga, sementara dimensi metrik graf Buckminsterfullerene-star B¢(5S,, adalah 5(n —2)+1

untuk n > 1.
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