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Abstrak

Misalkan I; = R @, Z dan I, = Z @, R adalah grup abel terurut total. Bentuk umum setiap
subgrup dari I; adalah G @,,, nZ, sedangkan bentuk umum subgrup dari I, adalah nZ @;,, G dengan
G < Rdan n € N U {0}. Tujuan dari paper ini adalah memperoleh gambaran mengenai ideal urutan tak
trivial dari I7 dan I;. Metode yang digunakan yaitu diawali dengan menentukan subgrup-subgrup dari R
dan Z, kemudian menjumlahkan langsung subgrup-subgrup dari R dan Z tersebut. Hasil jumlah langsung
tersebut merupakan subgrup-subgrup tak trivial dari I7 dan I;. Selanjutnya dilakukan uji sifat pengawetan
urutan dari setiap bentuk subgrup tak trivial dari I7 dan I, tersebut. Dari metode tersebut diperoleh hasil
bahwa satu-satunya ideal urutan tak trivial dari I; adalah subgrup {0} @, Z dan satu-satunya ideal urutan
yang tak trivial dari I, adalah subgrup {0} @;., R meskipun setiap subgrup tak trivial dari R dan Z masing-
masing tidak memiliki sifat pengawetan urutan. Kesimpulan pada paper ini adalah satu-satunya ideal urutan
tak trivial pada R @, Z adalah {0} @, Z yang isomorfik dengan Z sebagai grup, sedangkan satu-
satunya ideal urutan tak trivial pada Z @;,, R adalah {0} @,., R yang isomorfik dengan R sebagai grup.

Kata Kunci: ideal urutan, subgrup, grup abel, urutan total, jumlah langsung leksikografik.

Abstract

Let [ = R@ey Z and I, = 7 Pjpy R be totally ordered abelian group. The general subgroup
form of I} is G @ ey NZ, while the general subgroup form of T, is NZ @p, G with G < Rand n € NU
{0}. The aims is to get the description of tak trivial order ideal from I and I,. The method in this study is
by constructing subgroups of R and Z, then summing it directly. The results are that the direct sums are
tak trivial subgroups of I} and I,. Next, we examine order preserving properties on every single tak trivial
subgroup of I and I,. By this method, we get that the only non-trivial order ideal of I and I, are
{0} Dex Z and {0} D ex R respectively, even every non-trivial subgroup of R and 7 did not preserve
ordering. The conclusion of this paper is the only non-trivial order ideal on R @ oy Z is {0} @ oy Z which
is isomorphic to Z as a group, while the only non-trivial order ideal 7. @ oy R is {0} @y R which is
isomorphic to R as a group.

Keywords: order ideal, subgroup, totally ordereing, abelian groups, lexicographic direct sums.

1 Pendahuluan

Kajian grup terurut dalam matematika, khususnya yang berkaitan dengan grup abel terurut
dan lapangan terurut mengalami perkembangan signifikan melalui berbagai penelitian dan
terapannya. Grup terurut dalam banyak aspek matematika teoretis memperlihatkan konsep-konsep

yang dapat diterapkan dalam berbagai situasi praktis. Misalnya, memahami aritmetika interval dan
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kalkulus dalam kerangka kerja lapangan dan grup abel padat terurut [1]. Sementara dalam [2]
mendiskusikan hubungan antara aljabar-MV dan grup terurut siklis secara parsial yang secara
khusus berfokus pada grup terurut latis, yang membuka jalan untuk eksplorasi lebih lanjut dalam
teori keputusan dan logika fuzzy, di mana struktur seperti aljabar-MV berperan penting.
Sedangakan dalam [3], dibahas bagaimana aksioma untuk grup abel terurut terpotong diturunkan
dengan memodifikasi operasi penjumlahan yang mana aksioma ini menjadi segmen awal dari
suatu grup abel terurut. Di lain pihak, kajian urutan leksikografik dalam matematika memainkan
peran yang penting dalam berbagai terapan, seperti penggunaan urutan leksikografik dalam
konteks basis Grobner [4] dan data mining [5]. Begitu juga konsep ideal urutan yang banyak
menarik minat peneliti, misalnya, ideal urutan digunakan dalam mengkarakterisasi lapangan dari
latis vektor dengan fokus pada hasil peta ortomorfisma dari latis-latis tersebut [6], masalah syzygy
(yakni hubungan antar generator dari suatu modul atas ring) [7], hasil kali tensor ideal urutan [8]
dan konsep kombinatorial dari ideal urutan dalam himpunan terurut parsial [9].

Misalkan G adalah grup abel di bawah operasi penjumlahan yang mengawetkan urutan di
bawah operasi penjumlahan (compatibility law) [10], yaitu jika a < bmaka ¢ + a < c + b dan
a + ¢ < b + c untuk semua ¢ € G, maka G disebut grup abel yang terurut total, contohnya adalah
grup bilangan riil R dengan operasi penjumlahan dengan urutan biasa “kurang dari atau sama
dengan” (“<”). Misalkan (4, <,) dan (B, <p) adalah grup terurut, relasi <;,, pada A X B disebut
urutan leksikografi dengan definisi (a,b) <j., (x,¥) jika dan hanya jika salah satu dari
pernyataan berikut dipenuhi:

L. a<yx,

ii. a=xdanb <py.
Contoh grup abel yang terurut total oleh urutan leksikografik adalah jumlah langsung dari grup
bilangan bulat yang dinotasikan dengan Z @, Z di mana anggotanya adalah pasangan terurut
(m,n) dengan m,n € Z. Positive cone dari Z @®,,, Z dinotasikan dengan (Z @, Z )™ yaitu
himpunan {(c,d)|c > 0} U {(c,d)|c = 0dand > 0}.

Misalkan (I, <) adalah grup abel terurut total dan I adalah subgrup dari I'. jika x € I'* dan
y € I dengan x < y, berlaku x € I, maka I disebut ideal urutan [11], [12], [13]. Dalam [14]
ditunjukkan bahwa ideal urutan tak trivial satu-satunya dari Z @, Z adalah I = {(0,n)|n € Z}.

Perhatikan grup abel terurut total I; = R @, Zdan T, = Z @,., R. Dalam artikel ini I3
dan I, tidak secara trivial analog, dalam kasus ideal urutan, suku pertama menjadi signifikan,
dalam kasus ini, R adalah padat yang secara alamiah berbeda dari Z yang diskrit. Di lain pihak

karakteristik dari subgrup Z secara klasik sudah dipahami sedangkan untuk R karakterisasi



97 Munifah Zuhra Almasah, Timbang Sirait

subgrupnya berbeda. Akan dikaji apakah [; dan [, memiliki ideal urutan non trivial seperti
Z Doy Z. Grup Z dan R tidak memiliki ideal urutan tak trivial karena untuk setiap n € N\{1},
subgrup nZ dari Z tidak mengawetkan urutan, sehingga ideal urutan dari Z hanyalah {0} dan Z itu
sendiri. Hasil yang sama diperoleh untuk grup abel terurut total R, yaitu setiap subgrup dari R
adalah subhimpunan padat di R atau subgrup siklik [15], di mana subgrup-subgrup tersebut tidak

mengawetkan urutan.

2 Metode Penelitian

Ideal urutan pada grup Z dan R dapat diperoleh dengan meninjau sifat pengawetan urutan
pada setiap subgrupnya. Diperoleh bahwa sifat tersebut tidak terpenuhi oleh subgrup-subgrup non-
trivialnya sehingga ideal urutan dari grup Z hanya {0} dan Z itu sendiri ({0} dan R ideal urutan
dari grup R). Selanjutnya mengkonstruksi grup abel terurut total I; = R @, Z dan [, =
Z. @;., R. Berdasarkan contoh kasus ideal urutan dari grup abel terurut total Z @,,, Z [14], serta
meninjau sifat pengawetan urutan pada setiap subgrup dari [7 dan I, menggunakan pendekatan
yang sama seperti pada grup Z dan R dapat diperoleh gambaran mengenai ideal urutan yang tak

trivial dari I3 dan [5.

3  Hasil dan Pembahasan
Menentukan ideal urutan pada R @;,., Z dan Z @, R diawali dengan menentukan ideal
urutan pada grup R dan Z. Ideal urutan dari grup R dan Z dapat ditentukan dari hasil

mengidentifikasi dan meninjau sifat pengawetan urutan pada setiap subgrupnya.
3.1. Ideal urutan dari R

Setiap subgrup G dari grup terurut total R secara umum memenuhi salah satu kondisi: G
adalah subhimpunan padat di R atau G adalah subgrup siklik dari R [15]. Kita akan memanfaatkan
Teorema ini untuk membuktikan Lema berikut.

Lema 1 Semua subgrup tak trivial dari (R, +, <) bukanlah ideal urutan.

Bukti Subgrup tak trivial G dari R adalah subhimpunan padat atau siklik [15]. Jika G padat, maka
berdasarkan sifat kepadatan dapat dipilih a € R\G dan b € G* dengan 0 < a < b. Hal ini berarti
G tidak mengawetkan urutan. Akibatnya, G bukan ideal urutan. Jika G siklik, maka G = (x) untuk
suatu x € R. Dengan kata lain G = {xn| n € Z} = xZ. Jika x adalah bilangan rasional yang tidak
sama dengan 0 atau +1, maka xZ c Q. Pilih 0 < b € xZ. Berdasarkan sifat kepadatan bilangan

irrasional, maka terdapat a € R\Q sedemikian sehingga 0 < a < b. Karena a € Q, maka a & xZ.
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Ini berarti xZ tidak mengawetkan urutan. Akibatnya, xZ = G bukan ideal urutan dari R. Jika x €
R\Q maka xZ < R\Q. Pilih 0 < d € xZ. Berdasarkan sifat kepadatan bilangan rasional, maka
terdapat ¢ € Q sedemikian sehingga 0 < ¢ < d. Karena ¢ € R\Q, maka ¢ & xZ. Hal ini berarti,
xZ tidak mengawetkan urutan. Akibatnya, G = xZ bukan ideal urutan dari R.

Contoh 2 Misalkan S, = {a + ba | a,b € Z} untuk sembarang a € R\Q. Jelas bahwa S, adalah
subgrup dari R. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa S, adalah padat. Andaikan S, adalah siklik,
maka S, = Z + Za = Zf untuk suatu 0 # € R. Sehingga, diperoleh Z € Zf dan Za S Zp.

Akibatnya, 1 = nff dan @ = mf, untuk suatu 0 # n, m € Z. Sehingga, dapat diperoleh f = %dan

a=mf =m (%) = % € Q. Hal ini kontradiksi dengan a € R\Q, sebagai akibatnya S, adalah

padat. Berdasarkan Lema 1, dapat dipilih x € S, dan elemen tak nol a + ba € S, sedemikian

sehingga 0 < x < a + ba. Ini berarti S, tidak mengawetkan urutan, yakni bukan ideal urutan.
3.2 Subgrup dari R @ Z

Selanjutnya I'; akan ditinjau sebagai grup terurut dengan urutan leksikografik. Subgrup-
subgrup dari I’y memiliki bentuk ] = G @ H di mana G adalah subgrup dari R dan H = nZ untuk
suatun € N U {0}. Subgrup-subgrup tak trivial dari [; = R @, Z adalah I; = {0} Doy Z, I, =
{0} Biox NZ, I3 =R Py {0}, L, =R Do nZ di mana n €N dengan n# 1, I =
G Diex {0}, I = G Doy Z, dan I; = G Py nZ,di mana n € N dengan n # 1 dan G adalah
subgrup padat di R atau subgrup siklik.

Lema 3 Himpunan I, = {0} ®,,, Z adalah ideal urutan daril'y =R @,,, Z.
Bukti [; subgrup dari I'1. Selanjutnya, akan ditinjau sifat pengawetan urutan pada /4. Jika (a, b) €
I’fdan (0,m) € If dengan (0,0) < (a,b) < (0,m), artinya a = 0 dan b < m. Dengan kata lain,
(a,b) = (0,b), maka (a, b) € I;. Oleh karena itu, I; mengawetkan urutan. Karena I; subgrup dari
'y dan mengawetkan urutan, maka I adalah ideal urutan dari I';.

Berbeda dengan I;, himpunan I,,15,1,,I5, 15 dan I, bukanlah ideal urutan. Perhatikan
contoh di bawah ini.
Contoh 4 Misalkan n € N\{1}. Pada himpunan I, =0&,, nZ, Is=R @, {0}dan [, =
R @©,,, nZ dapat dipilih pasangan-pasangan terurut yang menunjukkan bahwa I, I3, dan I, tidak
mengawetkan urutan. Misalkan x € R, pilih (x,n—1) €T’ f dan (0,n) € I}', perhatikan bahwa
(0,0) < (x,n—1) < (0,n). Diperoleh (x,n—1) = (0,n—1).Tetapi, (n — 1) & nZ sehingga
(0,n—1) & I,. Jika dipilih (x,n—1) € I'T dan (x,n) € I, perhatikan bahwa (0,0) < (x,n —
1) < (x,n). Tetapi, (n — 1) ¢ nZ sehingga (x,n — 1) € I,. Jika dipilih (1, g) €7 dan (2,0) €
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I3 memenuhi (0,0) < (1, g) < (2,0) tetapi (1,%) ¢ I3. Hal ini menunjukkan bahwa I, I3 dan I,
tidak mengawetkan urutan sehingga bukanlah ideal urutan dari I'y. Berdasarkan Lema 2, subgrup
G tidak mengawetkan urutan, sehingga G @;., {0} juga tidak mengawetkan urutan. Akibatnya,
Is = G @,,, {0} bukan ideal urutan dari I'y. Perhatikan subgrup /4 dan I; komponen pertamanya
adalah elemen-elemen dari subgrup {0} € G € R dan komponen keduanya adalah nZ di manan €
N. Oleh karena itu, untuk meninjau apakah subgrup-subgrup I, dan I, adalah ideal urutan atau
bukan, dapat menggunakan Lema 2 artinya selalu dapat dipilih (x,0) € I'7 dan (y,0) € I yang
memenuhi (0,0) < (x,0) < (y,0) tetapi x & I (berlaku juga untuk I7 ). Hal ini menunjukkan
bahwa I dan I; tidak mengawetkan urutan sehingga bukan ideal urutan dari I';.

Diperoleh bahwa subgrup tak trivial yang merupakan ideal urutan dari I'; hanyalah
I, = {0} D, Z = {(0,n)|n € Z}. Teorema di bawah ini menjamin bahwa ideal tak trivial dari I'y

hanyalah I;.

Berdasarkan Contoh 4 dan Lema 3 diperoleh bahwa [ adalah satu-satunya ideal urutan dari I';.

Dengan demikian kita peroleh Teorema berikut.

Teorema S Ideal urutan tak trivial daril'y = R @©,,, Z hanyalah 1, = {0} ®,,, Z = {(0,n)|n €
Z}.

3.3 Grup Abel Terurut Total Z @, R

Positive cone dari I'y= 7 @, R adalah I's ={(c,d)|c > 0atauc = 0dand > 0}.

Dengan menggunakan metode yang sama dengan kasus I3, diperoleh
Lema 6 [11] Semua subgrup tak trivial dari (Z, +, <) bukanlah ideal urutan.

Lema 7 Subgrup I, = {0} @, R = {(0,x)|x € R} adalah ideal urutan tak trivial dari grup abel

terurut total 'y = Z @, R.

Bukti Perhatikan bahwa I, adalah subgrup tak trivial dari I',. Selanjutnya, misalkan (m,a) € I's

dan (0,x) € I7 dengan (0,0) < (m,a) < (0,x), artinya m = 0 dana < x. Schingga (m,a) =

(0,a) di mana a € R sehingga (0, a) € I. Jadi, I, adalah ideal urutan tak trivial dari I";.
Diperoleh bahwa hanya I; = {(0, x)|x € R} yang merupakan ideal urutan tak trivial dari I',.

Akan dibuktikan bahwa I', hanya memiliki satu ideal urutan tak trivial yaitu /; menggunakan

teorema berikut ini.

Teorema 8 Ideal urutan tak trivial dari I'y = Z @,, R hanyalah I, = {0} @D,,, R = {(0,x)|x €
R}.
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Bukti Bentuk ideal urutan tak trivial untuk grup terurut total I', adalah subgrup-subgrup tak trivial
berikut: I = {0} @jex R = {(0,x)[x € R} I = {0} Byex ¢ ={(0,¥)|y € G} dengan {0} #
G < R subhimpunan padat di R atau subgrup siklik; I3 = Z @, {0} = {(m, 0)|m € R};
I, =Z @, G = {(m,0)|m € R}, dengan {0} € G < R subhimpunan padat di R atau subgrup
siklik; misalkan n € N\{1}, definisikan Is = nZ @, {0} = {(nk,0)|k € Z}; misalkann €
N\{1}, definisikan I = nZ @, R = {(nk,a)|k € Z, a € R}; misalkan n € N\{1}, definisikan
I, =nZ @y G = {(nk,b)|k EZdan b € G} dengan {0} # G < R subhimpunan padat di
R atau subgrup siklik. Dari Lema 1 diperoleh bahwa setiap subgrup tak trivial G dari R tidak
mengawetkan urutan, sehingga terdapat 0 < x € Rdan 0 < y € G dengan 0 < x < y tetapi x €&
G. Dari sini dapat dipilih (0,x) €I’ ;— dan (0,y) € I; dengan (0,0) < (0,x) < (0,y). Karena x ¢
G, maka (0,x) & I,. Misalkan m € Z, pilih (m,x) € I,* dan (m,y) € I} dengan (0,0) <
(m,x) < (m,y).Karena x € G, maka (m,x) € I,. Hal ini menunjukkan bahwa I, dan I, tidak
mengawetkan urutan. Jadi, I, dan I, bukan ideal urutan dari I',. Misalkan x € R, jika dipilih
(n—1,x) € I'] dan (n, y) € I{. Perhatikan bahwa (0,0) < ((n — 1),x) < (n,y) tetapi (n — 1) &
nZ sehingga ((n — 1), x) € I4. Hal ini menunjukkan bahwa /¢ tidak mengawetkan urutan sehingga
bukan ideal urutan dari I",. Berdasarkan Lema 7 diperoleh bahwa nZ di mana n € N\{1} tidak
mengawetkan urutan, akibatnya, nZ @,., 0 juga tidak mengawetkan urutan. Jadi, I5 bukan ideal
urutan. Perhatikan untuk I; komponen pertama adalah anggota-anggota dari nZ untuk suatu n €
N\{1} yang berlaku bahwa nZ bukan ideal urutan untuk setiap n € N\{1} karena dapat dipilih
(n—1,x)€r; dan (n,y)€I;. Perhatikan bahwa (0,0) < ((n—1),x) < (n,y) tetapi
(n — 1) € nZ sehingga ((n — 1),x) & I,.

Misalkan K = nZ @;,, G di manan € NU {0} dan G < R. Andaikan K # I; ideal urutan
tak trivial dari I'. Dari [11] diperoleh bahwa himpunan ideal urutan terurut secara inklusi,
sehingga K & Latau I1 & K. Jika K & I, perhatikan bahwa I, = {(0,x)|x € R} dan K &
I;, artinya untuk setiap (nk,x) € K dengan n € N dan k € Z, berlaku (nk, x) = (0, x). Sehingga,
K = {0} @, G dengan G & R. Karena K < I;, maka terdapat (0,x) € I; tetapi (0,x) ¢ K
untuk x € R\G. Perhatikan bahwa K tidak lain berbentuk I, yang berarti bukan ideal urutan dari
I;.Jika I & K, perhatikan bahwa K = nZ @,,, G dimanan € N U {0} dan G < R dengan I =
0D,,,RcK=nZ®,, G, artinya n € N\{1}dan G = R. Perhatikan bahwa K tidak lain

berbentuk I yang berarti bukan ideal urutan dari I5. Jadi haruslah K = I,.
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4  Simpulan

Grup abel terurut total R memiliki ideal urutan {0} dan R ({0} dan Z untuk grup abel Z)
artinya grup R dan Z tidak memiliki ideal urutan yang tak trivial. Tetapi, jumlah langsung dari
grup abel terurut total R dan Z yaitu I = R @y Z dan [, = Z @D, R memiliki ideal urutan
yang tak trivial. Ideal urutan dari I7 dan I, dapat ditentukan dengan cara menentukan subgrup-
subgrupnya terlebih dahulu. Subgrup dari I7 dapat dikonstruksi dari menjumlahkan langsung
subgrup-subgrup dari R dan Z (Z dan R untuk I3) artinya setiap subgrup dapat dinyatakan ke
dalam bentuk | = G @)ex H untuk suatu G < R dan H < Z (sebaliknya untuk I3). Selanjutnya
tinjau sifat pengawetan urutan dari setiap subgrup dari I3 dan I;. Dari metode tersebut, diperoleh
hasil bahwa satu-satunya ideal urutan tak trivial dari I7 dengan urutan leksikografik adalah
{0} Diex Z = {(0,m)|m € Z}. Dengan cara yang serupa, diperoleh satu-satunya ideal urutan
dari grup abel terurut total I, dengan urutan leksikografik adalah {0} @D, R = {(0,x)|x € R}.
Dari hasil tersebut, dapat diperoleh kesimpulan bahwa ideal urutan tak trivial dari I3 isomorfik
dengan Z sebagai grup sedangkan ideal urutan dari I, isomorfik dengan R sebagai grup. Sehingga,
ideal urutan tak trivial dari I3 dan [, masing-masing isomorfik dengan grup yang merupakan

komponen kedua dari penjumlahan langsung leksikografik pada grup tersebut.
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