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Abstrak 

Pada tahun 2008, Boccuto dan Candeloro [1] memperkenalkan suatu versi integral Riemann untuk 

fungsi bernilai Riesz yang didefinisikan pada suatu interval urutan di ruang Riesz. Dalam tulisan ini, 

diberikan suatu ekuivalensi definisi dan beberapa versi Kriteria Cauchy dari integral tersebut. Lebih lanjut, 

diberikan beberapa aplikasi dari Kriteria Cauchy tersebut. 

Kata Kunci: Integral Riemann, Kriteria Cauchy, Ruang Riesz  

 
Abstract 

In 2008, Boccuto and Candeloro [1] introduced a variant of Riemann integral for Riesz valued 

functions defined on an order interval in a Riesz space. In this paper, we present an equivalent definition 

and several Cauchy criterion versions of the integral. Furthermore, some applications of the Cauchy 

criterion are provided. 

Keywords: Riemann Integral, Cauchy Criterion, Riesz Spaces 

 

1 Pendahuluan 

Integral Riemann merupakan salah satu konsep yang memiliki peranan penting dalam 

kalkulus, khususnya dalam menentukan suatu kuantitas (luas, volume, panjang, dan lainnya) dari 

suatu objek yang dapat direpresentasikan oleh satu atau lebih fungsi. Sejak diperkenalkan pertama 

kali oleh Bernhard Riemann pada tahun 1854, integral Riemann menjadi dasar bagi banyak teori 

di bidang matematika dan menjadi alat yang penting di berbagai bidang lainnya, seperti fisika, 

ekonomi, maupun teknik [2]. 

Dalam beberapa dekade terakhir, penelitian mengenai integral Riemann telah berkembang 

secara signifikan. Perkembangannya pun melalui berbagai macam pendekatan dan generalisasi. 

Generalisasi yang dilakukan dapat berupa memperumum kondisi pada definisi integral Riemann 

[3], [4], [5] ataupun memperluas ruang model fungsi yang terlibat (baik domain ataupun 

kodomain) ke ruang yang lebih umum [1], [3], [5], [6], [7], [8]. Perumuman ini menjadi penting 

agar konsep integral tersebut masih dapat digunakan dalam konteks yang lebih luas dan aplikasi 

yang lebih kompleks. 
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Integral Riemann pada mulanya didefinisikan pada fungsi bernilai real dengan domain suatu 

interval di ℝ. Kemudian, konsep ini dikembangkan untuk fungsi bernilai vektor di ℝ𝑛 dengan 

domain suatu himpunan bagian dari ℝ𝑚 [4]. Beberapa peneliti pun selanjutnya mengembangkan 

konsep ini ke ruang vektor yang lebih umum seperti pada [1], [6], [7], [8]. Salah satu ruang vektor 

umum yang cukup menarik perhatian peneliti dewasa ini adalah ruang Riesz, yang merupakan 

suatu ruang vektor yang dilengkapi suatu relasi urutan parsial yang kompatibel di dalamnya [9], 

[10]. Ruang Riesz yang merupakan perumuman dari ℝ𝑛 ini telah banyak dijadikan sebagai ruang 

model dalam berbagai bidang di ekonomi dan matematika keuangan [11], [12]. 

Salah satu generalisasi integral Riemann di ruang Riesz diberikan oleh Boccuto dan 

Candeloro [1] pada tahun 2008 di mana mereka mendefinisikan integral Riemann untuk fungsi 

bernilai Riesz yang didefinisikan pada suatu interval di dalam suatu ruang Riesz. Dalam 

tulisannya, mereka menjelaskan sifat dasar integral Riemann dan aplikasinya ke suatu model 

persamaan diferensial yang terkait dengan Kalkulus Stokastik dan Teori Fraktal. Namun, sifat 

dasar yang dibahas hanya terbatas pada sifat linearitas, keterintegralan fungsi kontinu seragam, 

dan Teorema Fundamental Kalkulus. Sejauh pengamatan penulis, Kriteria Cauchy dari 

generalisasi integral Riemann di ruang Riesz belum pernah dilakukan. Kriteria Cauchy dari 

integral Riemann di dalam kasus ruang model ℝ sendiri memiliki banyak manfaat di antaranya, 

menunjukkan sifat keterintegralan Riemann suatu fungsi yang dapat dipertahankan ketika domain 

dibatasi menjadi sebarang subinterval bagiannya dan memperoleh versi Teorema Apit untuk 

integral Riemann [13]. Hal ini menyebabkan Kriteria Cauchy dari integral Riemann menjadi 

penting untuk dipelajari dan menjadi motivasi utama penulis dalam menyelidiki Kriteria Cauchy 

untuk versi integral Riemann di ruang Riesz. 

Dalam tulisan ini, pertama-tama diberikan suatu ekuivalensi dari definisi fungsi terintegral 

Riemann di ruang Riesz. Kemudian, disajikan beberapa versi Kriteria Cauchy dari integral 

Riemann tersebut, yang selanjutnya ditunjukkan bahwa semua versi tersebut ekuivalen dengan 

keterintegralan Riemann suatu fungsi. Lebih lanjut, beberapa aplikasi dari Kriteria Cauchy 

tersebut diberikan di bagian akhir pembahasan tulisan ini. 

 

2 Metode Penelitian 

Metode penelitian yang dilakukan menggunakan pendekatan kualitatif, di mana penulis 

melakukan analisis menyeluruh terhadap literatur-literatur terkait, khususnya berkaitan dengan 

ruang Riesz dan integral Riemann di ruang Riesz, guna mendapatkan ide dan gambaran yang 

mendalam untuk mencapai hasil sesuai dengan tujuan penelitian. Dalam rangka mempermudah 
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pemahaman terhadap hasil dan pembahasan pada Bab 3, berikut diberikan beberapa konsep dasar 

yang diperlukan terkait ruang Riesz dan integral Riemann di ruang Riesz. 

2.1 Ruang Riesz 

Berikut diberikan definisi ruang Riesz. 

Definisi 1 Suatu ruang vektor 𝑅 yang dilengkapi dengan relasi urutan parsial “≤” disebut ruang 

Riesz jika berlaku 

(i) Untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅, jika 𝑥 ≤ 𝑦, maka 𝑥 + 𝑧 ≤ 𝑦 + 𝑧. 

(ii) Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 dan bilangan real 𝛼 ≥ 0, jika 𝑥 ≤ 𝑦, maka 𝛼𝑥 ≤ 𝛼𝑦. 

(iii) Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅, supremum dan infimum dari {𝑥, 𝑦} di 𝑅 ada dan berturut-turut 

dinotasikan dengan 𝑥 ∨ 𝑦 dan 𝑥 ∧ 𝑦. 

Beberapa contoh ruang Riesz di antaranya ℝ𝑛, ruang barisan ℓ𝑝, ruang fungsi kontinu 

𝐶[𝑎, 𝑏] yang masing-masing dilengkapi dengan relasi urutan titik-demi-titik. Selanjutnya, ruang 

Riesz 𝑅 disebut lengkap-Dedekind jika setiap himpunan bagian takkosong dari 𝑅 yang terbatas ke 

atas di 𝑅 memiliki supremum di 𝑅 dan setiap himpunan bagian takkosong dari 𝑅 yang terbatas ke 

bawah memiliki infimum di 𝑅. Ruang vektor ℝ𝑛 yang dilengkapi dengan relasi urutan titik-demi-

titik salah satu contoh ruang Riesz yang lengkap-Dedekind.  

Diberikan ruang Riesz 𝑅. Himpunan semua 𝑥 ∈ 𝑅 tak nol dengan 0 ≤ 𝑥 dinotasikan dengan 

𝑅+. Selanjutnya, untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 dengan 𝑎 ≤ 𝑏, himpunan semua 𝑟 ∈ 𝑅 dengan 𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏 

disebut interval urutan (disingkat interval) dan dinotasikan dengan [𝑎, 𝑏]. Himpunan 𝑇 =

{𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} ⊆ 𝑅 disebut partisi dari interval [𝑎, 𝑏] jika berlaku 𝑥0 = 𝑎, 𝑥𝑛 = 𝑏, dan 𝑥𝑖 ≤

𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖 ≠ 𝑥𝑖+1, ∀𝑖 = 0, 1, … , 𝑛 − 1. Norma partisi 𝑇 didefinisikan sebagai sup𝑖=1
n (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) dan 

dinotasikan dengan ‖𝑇‖. Selanjutnya, suatu partisi bertanda pada [𝑎, 𝑏] merupakan suatu 

himpunan 𝑃 = {([𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝜁𝑖) ∶  𝑖 = 1, 2, … , 𝑛}, dengan 𝑇 = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} merupakan suatu 

partisi pada [𝑎, 𝑏] dan 𝜁𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], ∀ 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. Untuk sebarang partisi bertanda 𝑃, norma 

𝑃 didefinisikan sebagai norma partisi 𝑇 terkait, yakni ‖𝑃‖ = ‖𝑇‖. 

Selain konsep partisi, dalam tulisan ini diperlukan konsep net di ruang Riesz 𝑅. Konsep net 

merupakan perumuman dari konsep barisan. Suatu net di ruang Riesz 𝑅 adalah fungsi 𝑥 ∶ 𝐴 → 𝑅 

dengan 𝐴 merupakan himpunan berarah, yakni himpunan yang dilengkapi dengan suatu relasi ≤ 

yang bersifat refleksif, transitif, dan untuk setiap dua elemen 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, terdapat 𝑐 ∈ 𝐴 sehingga 

𝑎 ≤ 𝑐 dan 𝑏 ≤ 𝑐 [11]. Lebih lanjut, net (𝑥𝛼) dikatakan naik jika untuk setiap 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴 dengan 𝛼 ≥

𝛽 berlaku 𝑥𝛼 ≥ 𝑥𝛽. Untuk selanjutnya, net 𝑥 ∶ 𝐴 → 𝑅 dinotasikan (𝑥𝛼)𝛼∈𝐴 atau cukup dengan 

(𝑥𝛼) apabila tidak menimbulkan kerancuan. Untuk selanjutnya pula, notasi dan sifat-sifat ruang 

Riesz yang digunakan dalam tulisan ini mengacu pada buku [9], [10], [11]. 
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2.2 Integral Riemann di Ruang Riesz 

Diberikan 𝑅1, 𝑅2, 𝑅3 merupakan tiga ruang Riesz lengkap-Dedekind. 

Definisi 2 [1] Tripel (𝑅1, 𝑅2, 𝑅3) disebut product triple jika terdapat suatu pemetaan ⋅ ∶

𝑅1 × 𝑅2 → 𝑅3, yang disebut product sedemikian hingga untuk setiap 𝑟1, 𝑠1 ∈ 𝑅1 dan 𝑟2, 𝑠2 ∈ 𝑅2 

berlaku 

(i) (𝑟1 + 𝑠1) ⋅ 𝑟2 = 𝑟1 ⋅ 𝑟2 + 𝑠1 ⋅ 𝑟2; 

𝑟1 ⋅ (𝑟2 + 𝑠2) = 𝑟1 ⋅ 𝑟2 + 𝑟1 ⋅ 𝑠2; 

(ii) Jika 𝑟1 ≤ 𝑠1 dan 0 ≤ 𝑟2, maka 𝑟1 ⋅  𝑟2 ≤  𝑠1 ⋅  𝑟2; 

Jika 0 ≤ 𝑟1 dan 𝑟2 ≤ 𝑠2, maka 𝑟1 ⋅  𝑟2 ≤  𝑟1 ⋅  𝑠2; 

(iii) Jika (𝑎𝜆)𝜆 merupakan sebarang net di 𝑅1 dengan inf
𝜆

𝑎𝜆 = 0, maka untuk setiap 𝑏 ∈ 𝑅2 

dengan 𝑏 ≥ 0 berlaku inf
𝜆

 (𝑎𝜆 ⋅ 𝑏) = 0; dan jika (𝑏𝜆)𝜆 merupakan sebarang net di 𝑅2 

dengan inf
𝜆

𝑏𝜆 = 0, maka untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅1 dengan 𝑎 ≥ 0 berlaku inf
𝜆

 (𝑎 ⋅ 𝑏𝜆) = 0. 

Selanjutnya, diberikan interval [𝑎, 𝑏] ⊆ 𝑅1. Jika 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → 𝑅2 fungsi dan 𝑃 =

{([𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝜁𝑖) ∶  𝑖 = 1, 2, … , 𝑛} merupakan suatu partisi bertanda pada [𝑎, 𝑏], jumlahan 

∑(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) ⋅ 𝑓(𝜁𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

disebut sebagai jumlahan Riemann dari fungsi 𝑓 atas 𝑃 dan dinotasikan dengan 𝑆(𝑓, 𝑃). 

Definisi 3 [1] Fungsi 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → 𝑅2 dikatakan terintegral Riemann pada [𝑎, 𝑏] jika terdapat 𝑌 ∈

𝑅3 sehingga 

inf
𝑟∈𝑅1

+
(sup{|𝑆(𝑓, 𝑃) − 𝑌| ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟}) = 0. (1) 

Lebih lanjut, 𝑌 disebut nilai integral Riemann fungsi 𝑓 pada [𝑎, 𝑏] dan dinotasikan ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏

𝑎
. 

Boccuto dan Candeloro [1] telah menunjukkan bahwa nilai integral Riemann suatu fungsi 

pada [𝑎, 𝑏] adalah tunggal dan integral Riemann tersebut mempertahankan sifat linearitas seperti 

pada kasus di ℝ. 

Catatan 4 Terdapat dua hal penting yang perlu diperhatikan terkait pendefinisian fungsi terintegral 

Riemann pada Definisi 3. 

(i) Eksistensi partisi 𝑃 pada [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃‖ ≤ 𝑟 mungkin tidak ada sehingga ruas kiri pada 

Persamaan (1) bisa tidak terdefinisi dengan baik. Sebagai contoh, diambil 𝑅1 = ℝ2 dengan 

relasi urutan titik-demi-titik, 𝑎 = (0, 0), 𝑏 = (1, 1), dan 𝑟 = (𝑡, 0) dengan 𝑡 > 0. Dapat 

ditunjukkan bahwa tidak ada partisi 𝑃 pada [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃‖ ≤ 𝑟 sebab komponen kedua 

dari ‖𝑃‖ haruslah positif. Agar ruas kiri pada Persamaan (1) terdefinisi dengan baik, dalam 

tulisan ini perhitungan infimum dan supremum hanya dikenakan untuk 𝑟 ∈ 𝑅1
+ yang 
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memiliki eksistensi partisi 𝑃 pada [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃‖ ≤ 𝑟. Himpunan 𝑟 yang memenuhi 

kondisi tersebut dinotasikan dengan 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

. Jelas 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

≠ ∅ sebab 𝑏 − 𝑎 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

. 

Dalam tulisan ini, diasumsikan juga bahwa untuk setiap 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

 berlaku 𝑟 ∧ 𝑠 ≠ 0 

dan 𝑟 ∧ 𝑠 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

. Dapat dicek asumsi ini berlaku untuk ruang Riesz ℝ𝑛 dengan relasi 

urutan titik-demi-titik. 

(ii) Himpunan {|𝑆(𝑓, 𝑃) − 𝑌| ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟} yang tidak kosong tidaklah selalu terbatas sehingga 

kondisi 𝑅3 lengkap-Dedekind tidaklah cukup untuk menjamin eksistensi supremum pada 

Persamaan (1) ada di 𝑅3. Diperhatikan kembali bahwa syarat perlu fungsi terintegral 

Riemann pada kasus [𝑎, 𝑏] ⊆ ℝ adalah terbatas [13]. Salah satu perumuman kondisi 

tersebut di ruang Riesz adalah terbatas urutan. Fungsi 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → 𝑅2 dikatakan terbatas 

urutan jika terdapat 𝑦 ∈ 𝑅2
+ sehingga |𝑓(𝑟)| ≤ 𝑦 untuk setiap 𝑟 ∈ [𝑎, 𝑏]. Dapat 

ditunjukkan bahwa kondisi ini menjamin keterbatasan himpunan {|𝑆(𝑓, 𝑃) − 𝑌| ∶ ‖𝑃‖ ≤

𝑟} sehingga eksistensi supremum pada Persamaan (1) terjamin. 

Selanjutnya, diberikan contoh fungsi yang terintegral Riemann berikut. 

Contoh 5 Diberikan ruang Riesz ℝ dengan relasi urutan biasa dan ℝ2 dengan relasi urutan titik-

demi-titik. Diperhatikan product triple (ℝ, ℝ2, ℝ2) dengan product ⋅∶ ℝ × ℝ2 → ℝ2 yang 

didefinisikan sebagai berikut 

𝑥 ⋅ (𝑦1, 𝑦2) = (𝑥𝑦1, 𝑥𝑦2),   ∀𝑥 ∈ ℝ, (𝑦1, 𝑦2) ∈ ℝ2. 

Dibentuk fungsi 𝑓 ∶ [0, 4] → ℝ2 dengan 𝑓(𝑡) = (5, 6) untuk setiap 𝑡 ∈ [0, 4]. Diperhatikan bahwa 

untuk sebarang partisi bertanda 𝑃 = {([𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝜁𝑖) ∶  𝑖 = 1, 2, … , 𝑛} pada [0, 4] berlaku 

𝑆(𝑓, 𝑃) = ∑(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) ⋅ (5, 6) =

𝑛

𝑖=1

∑(5(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1), 6(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1))

𝑛

𝑖=1

= (20, 24). 

Akibatnya,  

inf
𝑟∈ℝ∗,[𝑎,𝑏]

(sup{|𝑆(𝑓, 𝑃) − (20, 24)| ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟}) = inf
𝑟>0

0 = 0. 

Dengan demikian, fungsi 𝑓 terintegral Riemann pada [0, 4] dengan ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
4

0
= (20, 24). 

 

3 Hasil dan Pembahasan 

Pada bagian ini, selalu diasumsikan bahwa 𝑅1, 𝑅2, dan 𝑅3 merupakan tiga ruang Riesz 

lengkap-Dedekind dan [𝑎, 𝑏] ⊆ 𝑅1. Pertama-tama, diberikan suatu syarat cukup dan perlu definisi 

fungsi terintegral Riemann yang serupa dengan definisi yang digunakan dalam pendefinisian 

integral Riemann pada kasus ℝ. 
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Proposisi 6 Fungsi terbatas urutan 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → 𝑅2 terintegral Riemann pada [𝑎, 𝑏] jika dan 

hanya jika terdapat 𝑌 ∈ 𝑅3 dan net naik (𝑝𝑟)
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏] ⊆ 𝑅3 dengan inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
𝑝𝑟 = 0 sehingga untuk 

setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

 dan partisi bertanda 𝑃 pada [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃‖ ≤ 𝑟 berlaku 

|𝑆(𝑓, 𝑃) − 𝑌| ≤ 𝑝𝑟 . 

Bukti. (⇒) Diketahui fungsi 𝑓 terintegral Riemann pada [𝑎, 𝑏]. Artinya, terdapat 𝑌 ∈ 𝑅3 sehingga 

inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
(sup{|𝑆(𝑓, 𝑃) − 𝑌| ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟}) = 0. 

Karena fungsi 𝑓 terbatas urutan, maka {|𝑆(𝑓, 𝑃) − 𝑌| ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟} merupakan himpunan yang 

terbatas ke atas di 𝑅3 untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

. Lebih lanjut, karena 𝑅3 lengkap-Dedekind, 

diperoleh supremum {|𝑆(𝑓, 𝑃) − 𝑌| ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟} ada. Selanjutnya, didefinisikan net (𝑝𝑟)
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏] 

dengan 

𝑝𝑟 = sup{|𝑆(𝑓, 𝑃) − 𝑌| ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟} 

untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

. Diperhatikan bahwa untuk setiap 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

 dengan 𝑠 ≤ 𝑡 berlaku 

𝑝𝑠 ≤ 𝑝𝑡 sehingga diperoleh net (𝑝𝑟) naik dan berlaku 

inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
𝑝𝑟 = inf

𝑟∈𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

(sup{|𝑆(𝑓, 𝑃) − 𝑌| ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟}) = 0. 

Lebih lanjut, untuk sebarang 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

 dan sebarang partisi bertanda 𝐷 pada [𝑎, 𝑏] dengan 

‖𝐷‖ ≤ 𝑟 berlaku 

|𝑆(𝑓, 𝐷) − 𝑌| ≤ sup{|𝑆(𝑓, 𝑃) − 𝑌| ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟} = 𝑝𝑟 . 

(⇐) Diketahui terdapat 𝑌 ∈ 𝑅3 dan net naik (𝑝𝑟)
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏] ⊆ 𝑅3 dengan inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
𝑝𝑟 = 0 

sehingga untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

 dan partisi bertanda 𝑃 pada [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃‖ ≤ 𝑟 berlaku 

|𝑆(𝑓, 𝑃) − 𝑌| ≤ 𝑝𝑟 . 

Karena fungsi 𝑓 terbatas urutan, maka {|𝑆(𝑓, 𝑃) − 𝑌| ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟} merupakan himpunan yang 

terbatas ke atas di 𝑅3 untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

. Kemudian, karena 𝑅3 lengkap-Dedekind, diperoleh 

supremum {|𝑆(𝑓, 𝑃) − 𝑌| ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟} ada. Lebih lanjut, untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

 berlaku 

0 ≤ sup{|𝑆(𝑓, 𝑃) − 𝑌| ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟} ≤ 𝑝𝑟 

sehingga 

0 ≤ inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
(sup{|𝑆(𝑓, 𝑃) − 𝑌| ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟}) ≤ inf

𝑟∈𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

𝑝𝑟 = 0. 

Akibatnya, 

inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
(sup{|𝑆(𝑓, 𝑃) − 𝑌| ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟}) = 0. ∎ 
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Termotivasi oleh Proposisi 6 dan Kriteria Cauchy dari integral Riemann untuk kasus ℝ [13], 

dapat didefinisikan Kriteria Cauchy dari integral Riemann di ruang Riesz sebagai berikut. 

Definisi 7 (Kriteria Cauchy) Fungsi terbatas urutan 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → 𝑅2 dikatakan memenuhi Kriteria 

Cauchy pada [𝑎, 𝑏] jika terdapat net naik (𝑝𝑟)
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏] ⊆ 𝑅3 dengan inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
𝑝𝑟 = 0 sehingga 

untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

 dan partisi bertanda 𝑃1 dan 𝑃2 pada [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃1‖, ‖𝑃2‖ ≤ 𝑟 

berlaku 

|𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| ≤ 𝑝𝑟 . 

Kriteria Cauchy pada Definisi 7 memiliki suatu ekuivalensi yang serupa seperti halnya pada 

Definisi 3 yang diberikan dalam proposisi berikut. 

Proposisi 8 Fungsi terbatas urutan 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → 𝑅2 memenuhi Kriteria Cauchy pada [𝑎, 𝑏] jika 

dan hanya jika 

inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
(sup{|𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| ∶ ‖𝑃1‖, ‖𝑃2‖ ≤ 𝑟}) = 0. 

Bukti. (⇒) Diketahui terdapat net naik (𝑝𝑟)
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏] ⊆ 𝑅3 dengan inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
𝑝𝑟 = 0 sehingga untuk 

setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

 dan partisi bertanda 𝑃1 dan 𝑃2 pada [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃1‖, ‖𝑃2‖ ≤ 𝑟 berlaku 

0 ≤ |𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| ≤ 𝑝𝑟 . 

Diperhatikan bahwa untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

 berlaku 

0 ≤ sup{|𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| ∶ ‖𝑃1‖, ‖𝑃2‖ ≤ 𝑟} ≤ 𝑝𝑟 . 

Akibatnya, diperoleh 

inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
(sup{|𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| ∶ ‖𝑃1‖, ‖𝑃2‖ ≤ 𝑟}) = 0. 

(⇐) Karena fungsi 𝑓 terbatas urutan, maka {|𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| ∶ ‖𝑃1‖, ‖𝑃2‖ ≤ 𝑟} 

merupakan himpunan yang terbatas ke atas di 𝑅3 untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

. Kemudian, karena 𝑅3 

lengkap-Dedekind, diperoleh supremum {|𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| ∶ ‖𝑃1‖, ‖𝑃2‖ ≤ 𝑟} ada. 

Didefinisikan net (𝑝𝑟)
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]  dengan 

𝑝𝑟 = sup{|𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| ∶ ‖𝑃1‖, ‖𝑃2‖ ≤ 𝑟} 

untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

. Diperhatikan bahwa untuk setiap 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

 dengan 𝑠 ≤ 𝑡 berlaku 

𝑝𝑠 ≤ 𝑝𝑡 sehingga diperoleh net (𝑝𝑟) naik dan berlaku 

inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
𝑝𝑟 = inf

𝑟∈𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

(sup{|𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| ∶ ‖𝑃1‖, ‖𝑃2‖ ≤ 𝑟}) = 0. 

Selanjutnya, diambil sebarang 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

. Dapat diamati bahwa untuk partisi bertanda 𝑃1 dan 𝑃2 

pada [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃1‖, ‖𝑃2‖ ≤ 𝑟 berlaku 
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|𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| ≤ 𝑝𝑟 . 

Terbukti fungsi 𝑓 memenuhi Kriteria Cauchy pada [𝑎, 𝑏]. ∎ 

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa Kriteria Cauchy dan keterintegralan Riemann ekuivalen. 

Teorema 9 Fungsi terbatas urutan 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → 𝑅2 terintegral Riemann pada [𝑎, 𝑏] jika dan hanya 

jika 𝑓 memenuhi Kriteria Cauchy pada [𝑎, 𝑏]. 

Bukti. (⇒) Karena fungsi 𝑓 terintegral Riemann pada [𝑎, 𝑏], maka terdapat 𝑌 ∈ 𝑅3 dan net naik 

(𝑝𝑟)
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏] ⊆ 𝑅3 dengan inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
𝑝𝑟 = 0 sehingga untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
 berlaku 

|𝑆(𝑓, 𝑃 ) − 𝑌| ≤ 𝑝𝑟 

untuk setiap partisi bertanda 𝑃 pada [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃‖ ≤ 𝑟. Didefinisikan net (𝑞𝑟)
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏] ⊆ 𝑅3 

dengan 𝑞𝑟 = 2𝑝𝑟 untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

. Net (𝑞𝑟)
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]  merupakan net naik dengan 

inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
𝑞𝑟 = inf

𝑟∈𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

2𝑝𝑟 = 2 inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
𝑝𝑟 = 0. Diperhatikan bahwa untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
 dan 

partisi bertanda 𝑃1 dan 𝑃2 pada [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃1‖, ‖𝑃2‖ ≤ 𝑟 berlaku 

|𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| = |𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑌 + 𝑌 − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| 

≤ |𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑌| + |𝑆(𝑓, 𝑃2) − 𝑌| 

≤ 𝑝𝑟 + 𝑝𝑟 

= 𝑞𝑟 . 

(⇐) Diketahui terdapat net naik (𝑝𝑟)
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏] ⊆ 𝑅3 dengan inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
𝑝𝑟 = 0 sehingga untuk 

setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

 dan partisi bertanda 𝑃1 dan 𝑃2 dengan ‖𝑃1‖, ‖𝑃2‖ ≤ 𝑟 berlaku 

|𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| ≤ 𝑝𝑟 . 

Didefinisikan net (𝑎𝑟)
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏] , (𝑏𝑟)
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏] ⊆ 𝑅3 dengan  

𝑎𝑟 = inf{𝑆(𝑓, 𝑃) ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟}  dan 𝑏𝑟 = sup{𝑆(𝑓, 𝑃) ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟} 

untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

. Diperoleh untuk setiap 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

 berlaku 

𝑎𝑠 ≤ 𝑆(𝑓, 𝐷) ≤ 𝑏𝑡 

untuk setiap partisi bertanda 𝐷 dengan ‖𝐷‖ ≤ 𝑠 ∧ 𝑡. Akibatnya, 

sup
𝑠∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
𝑎𝑠 ≤ inf

𝑡∈𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

𝑏𝑡. 

Sekarang, diambil sebarang 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

. Diperhatikan bahwa untuk setiap partisi bertanda 

𝑃1 dan 𝑃2 pada [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃1‖, ‖𝑃2‖ ≤ 𝑟 berlaku 

⟹ |𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| ≤ 𝑝𝑟 

⟹ 𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2) ≤ |𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| ≤ 𝑝𝑟 
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⟹ 𝑆(𝑓, 𝑃1) ≤ 𝑆(𝑓, 𝑃2) + 𝑝𝑟 . 

Dengan mengambil supremum atas semua partisi bertanda 𝑃1 pada [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃1‖ ≤ 𝑟 

diperoleh 

𝑏𝑟 = sup{𝑆(𝑓, 𝑃1) ∶ ‖𝑃1‖ ≤ 𝑟} ≤ 𝑆(𝑓, 𝑃2) + 𝑝𝑟 . 

Selanjutnya, dengan mengambil infimum atas semua partisi bertanda 𝑃2 pada [𝑎, 𝑏] dengan 

‖𝑃2‖ ≤ 𝑟 diperoleh 

𝑏𝑟 ≤ 𝑎𝑟 + 𝑝𝑟 ⟺  𝑏𝑟 − 𝑎𝑟 ≤ 𝑝𝑟 . 

Berikutnya, dengan memanfaatkan sifat pada ruang Riesz, diperoleh 

inf
𝑡∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
𝑏𝑡 − sup

𝑠∈𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

𝑎𝑠 = inf
𝑡∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
(𝑏𝑡 − sup

𝑠∈𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

𝑎𝑠) ≤ inf
𝑡∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
(𝑏𝑡 − 𝑎𝑡) ≤ inf

𝑡∈𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

𝑝𝑡 = 0. 

Dengan demikian, sup
𝑠∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
𝑎𝑠 = inf

𝑡∈𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

𝑏𝑡 dan misalkan nilainya adalah 𝑌. 

Kemudian, akan ditunjukkan bahwa fungsi 𝑓 terintegral Riemann pada [𝑎, 𝑏] dengan 

∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏

𝑎
= 𝑌. Diamati bahwa untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
 dan untuk setiap partisi bertanda 𝑃 pada 

[𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃‖ ≤ 𝑟 berlaku 

𝑆(𝑓, 𝑃) − 𝑌 ≤ 𝑏𝑟 − 𝑎𝑟 ≤ 𝑝𝑟 dan 𝑌 − 𝑆(𝑓, 𝑃) ≤ 𝑏𝑟 − 𝑎𝑟 ≤ 𝑝𝑟 

sehingga 

|𝑆(𝑓, 𝑃) − 𝑌| ≤ 𝑝𝑟 . 

Berdasarkan Proposisi 6, diperoleh bahwa fungsi 𝑓 terintegral Riemann pada [𝑎, 𝑏] dengan 

∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏

𝑎
= 𝑌. ∎ 

Dengan memanfaatkan cara yang serupa seperti bukti arah kanan ke kiri dari Teorema 9, 

diperoleh hasil berikut. 

Akibat 10 Jika fungsi terbatas urutan 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ terintegral Riemann pada [𝑎, 𝑏], maka 

∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

= inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
(sup{𝑆(𝑓, 𝑃) ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟}) = sup

𝑟∈𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

(inf{𝑆(𝑓, 𝑃) ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟}). 

Selanjutnya, diberikan beberapa aplikasi Kriteria Cauchy. Pertama, akan ditunjukkan fungsi 

terintegral Riemann pada [𝑎, 𝑏] juga terintegral Riemann pada setiap subinterval [𝑐, 𝑑] ⊆ [𝑎, 𝑏]. 

Sebelumnya, diperlukan Lema 11 sebagai berikut. 

Lema 11 Untuk setiap [𝑐, 𝑑] ⊆ [𝑎, 𝑏] berlaku 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

⊆ 𝑅1
∗,[𝑐,𝑑]

. 

Bukti. Diambil sebarang 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

. Artinya, terdapat partisi bertanda 𝑃 = {([𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝜁𝑖) ∶  𝑖 =

1, 2, … , 𝑛} pada [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃‖ ≤ 𝑟. Diperhatikan bahwa 𝑄 = {([𝑦𝑖−1, 𝑦𝑖], 𝜈𝑖) ∶  𝑖 = 1, 2, … , 𝑛} 

partisi bertanda pada [𝑐, 𝑑] dengan 𝑦𝑖 = (𝑥𝑖 ∧ 𝑑) ∨ 𝑐 dan 𝜈𝑖 = (𝜁𝑖 ∧ 𝑑) ∨ 𝑐 untuk setiap 𝑖 =
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1,2, … , 𝑛 dan 𝑦0 = 𝑐. Lebih lanjut, berdasarkan ketaksamaan Birkhoff [9, Proposisi 1.1.16 No 

viii], diperoleh ‖𝑄‖ ≤ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟. Akibatnya, 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑐,𝑑]

. Dengan demikian, 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

⊆ 𝑅1
∗,[𝑐,𝑑]

. ∎ 

Teorema 12 Diberikan [𝑐, 𝑑] ⊆ [𝑎, 𝑏] dengan 𝑅1
∗,[𝑐,𝑑]

⊆ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

. Jika fungsi terbatas urutan 𝑓 ∶

[𝑎, 𝑏] → 𝑅2 terintegral Riemann pada [𝑎, 𝑏], maka 𝑓 terintegral Riemann pada [𝑐, 𝑑].  

Bukti. Karena fungsi 𝑓 terintegral Riemann pada [𝑎, 𝑏], 𝑓 memenuhi Kriteria Cauchy pada [𝑎, 𝑏]. 

Artinya, terdapat net naik (𝑝𝑟)
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏] ⊆ 𝑅3 dengan inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
𝑝𝑟 = 0 sehingga untuk setiap 𝑟 ∈

𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

 dan partisi bertanda 𝑃1 dan 𝑃2 pada [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃1‖, ‖𝑃2‖ ≤ 𝑟 berlaku 

|𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| ≤ 𝑝𝑟 . 

Diperhatikan bahwa berdasarkan Lema 11, 𝑅1
∗,[𝑐,𝑑]

= 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

⊆ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑐]

, 𝑅1
∗,[𝑑,𝑏]

. Diambil sebarang 

𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑐,𝑑]

, 𝑃1 dan 𝑃2 partisi bertanda pada [𝑐, 𝑑] dengan ‖𝑃1‖, ‖𝑃2‖ ≤ 𝑟, serta 𝑃3 dan 𝑃4 berturut-

turut partisi bertanda pada [𝑎, 𝑐] dan [𝑑, 𝑏] dengan ‖𝑃3‖, ‖𝑃4‖ ≤ 𝑟. Selanjutnya, dapat diamati 

bahwa 𝑃3 ∪ 𝑃1 ∪ 𝑃4 dan 𝑃3 ∪ 𝑃2 ∪ 𝑃4 merupakan partisi bertanda pada [𝑎, 𝑏] dengan 

‖𝑃3 ∪ 𝑃1 ∪ 𝑃4‖, ‖𝑃3 ∪ 𝑃2 ∪ 𝑃4‖ ≤ 𝑟 dan untuk 𝑖 = 1, 2 berlaku 

𝑆(𝑓, 𝑃3 ∪ 𝑃𝑖 ∪ 𝑃4) = 𝑆(𝑓, 𝑃3) + 𝑆(𝑓, 𝑃𝑖) + 𝑆(𝑓, 𝑃4). 

Akibatnya,  

|𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| = |𝑆(𝑓, 𝑃3 ∪ 𝑃1 ∪ 𝑃4) − 𝑆(𝑓, 𝑃3 ∪ 𝑃2 ∪ 𝑃4)| ≤ 𝑝𝑟 . 

Dengan demikian, fungsi 𝑓 memenuhi Kriteria Cauchy pada [𝑐, 𝑑] sehingga berdasarkan Teorema 

9, 𝑓 terintegral Riemann pada [𝑐, 𝑑]. ∎ 

Sebagai penutup bagian ini, diberikan aplikasi kedua dari Kriteria Cauchy, yakni Teorema 

Apit yang merupakan perumuman Teorema Apit untuk integral Riemann di ℝ. 

Teorema 13 (Teorema Apit). Fungsi terbatas urutan 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → 𝑅2 terintegral Riemann pada 

[𝑎, 𝑏] jika dan hanya jika terdapat net naik (𝑝𝑟)
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏] ⊆ 𝑅3 dengan inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
𝑝𝑟 = 0 sehingga 

untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

 terdapat fungsi terbatas urutan 𝛼𝑟 ∶ [𝑎, 𝑏] → 𝑅2 dan 𝜔𝑟 ∶ [𝑎, 𝑏] → 𝑅2 

yang terintegral Riemann pada [𝑎, 𝑏] dengan sifat untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

 berlaku 

𝛼𝑟(𝑡) ≤ 𝑓(𝑡) ≤ 𝜔𝑟(𝑡),  ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] 

dan 

sup{𝑆(𝜔𝑟 , 𝑃) ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟} − inf{𝑆(𝛼𝑟 , 𝑃) ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟} ≤ 𝑝𝑟 . 

Bukti. (⇒) Karena fungsi 𝑓 terintegral Riemann pada [𝑎, 𝑏], maka fungsi 𝑓 memenuhi Kriteria 

Cauchy pada [𝑎, 𝑏] sehingga terdapat net naik (𝑝𝑟)
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏] ⊆ 𝑅3 dengan inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
𝑝𝑟 = 0 sehingga 

untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

 dan partisi bertanda 𝑃1 dan 𝑃2 dari [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃1‖, ‖𝑃2‖ ≤ 𝑟 berlaku 
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|𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| ≤ 𝑝𝑟 . 

Untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

, dapat dipilih fungsi 𝛼𝑟 = 𝑓 dan 𝜔𝑟 = 𝑓 sehingga berlaku 𝛼𝑟(𝑡) =

𝑓(𝑡) = 𝜔𝑟(𝑡) untuk setiap 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. Lebih lanjut, dengan menggunakan bukti yang sama seperti 

arah kanan ke kiri pada Teorema 9, diperoleh 

sup{𝑆(𝜔𝑟 , 𝑃) ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟} − inf{𝑆(𝛼𝑟 , 𝑃) ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟}

= sup{𝑆(𝑓, 𝑃) ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟} − inf{𝑆(𝑓, 𝑃) ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟} ≤ 𝑝𝑟 . 

(⇐) Diketahui terdapat net naik (𝑝𝑟)
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏] ⊆ 𝑅3 dengan inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
𝑝𝑟 = 0 sehingga untuk 

setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

, terdapat fungsi terbatas urutan 𝛼𝑟 ∶ [𝑎, 𝑏] → 𝑅2 dan 𝜔𝑟 ∶ [𝑎, 𝑏] → 𝑅2 yang 

terintegral Riemann pada [𝑎, 𝑏] dengan sifat untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

 berlaku 𝛼𝑟(𝑡) ≤ 𝑓(𝑡) ≤

𝜔𝑟(𝑡) untuk setiap 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] dan 

sup{𝑆(𝜔𝑟 , 𝑃) ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟} − inf{𝑆(𝛼𝑟 , 𝑃) ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟} ≤ 𝑝𝑟 . 

Diperhatikan bahwa untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

 dan partisi bertanda 𝑃1 dan 𝑃2 pada [𝑎, 𝑏] 

dengan ‖𝑃1‖, ‖𝑃2‖ ≤ 𝑟 berlaku 

𝑆(𝛼𝑟 , 𝑃1) ≤ 𝑆(𝑓, 𝑃1) dan 𝑆(𝑓, 𝑃2) ≤ 𝑆(𝜔𝑟 , 𝑃2). 

Akibatnya, diperoleh 

𝑆(𝑓, 𝑃2) − 𝑆(𝑓, 𝑃1) ≤ 𝑆(𝜔𝑟 , 𝑃2) − 𝑆(𝛼𝑟 , 𝑃1)

≤ sup{𝑆(𝜔𝑟 , 𝑃) ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟} − inf{𝑆(𝛼𝑟 , 𝑃) ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟} ≤ 𝑝𝑟 . 

Dengan cara yang sama,  

𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2) ≤ sup{𝑆(𝜔𝑟 , 𝑃) ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟} − inf{𝑆(𝛼𝑟 , 𝑃) ∶ ‖𝑃‖ ≤ 𝑟} ≤ 𝑝𝑟 . 

Dengan demikian, 

|𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| ≤ 𝑝𝑟 

sehingga diperoleh 

sup{|𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| ∶ ‖𝑃1‖, ‖𝑃2‖ ≤ 𝑟} ≤ 𝑝𝑟 . 

Selanjutnya, dengan mengambil infimum atas semua 𝑟 ∈ 𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

 diperoleh 

inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
(sup{|𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| ∶ ‖𝑃1‖, ‖𝑃2‖ ≤ 𝑟}) ≤ inf

𝑟∈𝑅1
∗,[𝑎,𝑏]

𝑝𝑟 = 0. 

Dengan demikian, 

inf
𝑟∈𝑅1

∗,[𝑎,𝑏]
(sup{|𝑆(𝑓, 𝑃1) − 𝑆(𝑓, 𝑃2)| ∶ ‖𝑃1‖, ‖𝑃2‖ ≤ 𝑟}) = 0 

sehingga disimpulkan bahwa fungsi 𝑓 terintegral Riemann pada [𝑎, 𝑏]. ∎ 

Apabila diambil 𝑅1 = 𝑅2 = 𝑅3 = ℝ dengan pemetaan product merupakan operasi perkalian 

biasa di ℝ, maka Teorema 13 ekuivalen dengan Teorema Apit pada kasus ℝ [13, Teorema 7.2.3]. 

Dengan demikian, keterintegralan Riemann fungsi kontinu ataupun fungsi monoton pada [𝑎, 𝑏] ⊆
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ℝ dapat ditunjukkan dengan memanfaatkan teorema tersebut (lihat [13, Teorema 7.2.7 dan 

Teorema 7.2.8]). 

 

4 Simpulan 

Berdasarkan hasil yang diperoleh pada Bab 3, telah diperoleh suatu ekuivalensi dari definisi 

fungsi terintegral Riemann di ruang Riesz yang kemudian memotivasi pendefinisian Kriteria 

Cauchy dari integral Riemann tersebut beserta ekuivalensinya. Kriteria Cauchy tersebut juga telah 

berhasil ditunjukkan ekuivalen dengan keterintegralan Riemann suatu fungsi. Selanjutnya, pada 

bagian akhir Bab 3, telah berhasil diperoleh beberapa aplikasi dari Kriteria Cauchy, yakni 

keterintegralan Riemann suatu fungsi pada inverval [𝑎, 𝑏] dapat dipertahankan pada setiap 

subintervalnya dan Teorema Apit untuk integral Riemann di ruang Riesz. 
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