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Abstrak

Artikel ini meninjau masalah dinamika perilaku merokok. Metode perturbasi homotopi diterapkan
untuk menghitung solusi sistem persamaan differensial pada masalah tersebut. Hasil ini kemudian
dibandingkan dengan hasil dari metode numerik. Hasil menunjukkan bahwa solusi metode perturbasi
homotopi cenderung menghasilkan kecocokan yang baik terhadap solusi numerik pada beberapa selang
waktu.

Kata Kunci: metode perturbasi homotopi, sistem persamaan differensial, model merokok

Abstract

This article considers the dynamics of smoking behavior. The homotopy perturbation method is
applied to calculate the solution of the system of differential equations on the problem. Then, the results
are compared with the results by numerical methods. The results show that the solutions of the homotopy
perturbation method are in good agreement with the solutions of the numerical method at several time
intervals.

Keywords: homotopy perturbation method, system of differential equation, smoking model

1 Pendahuluan

Dinamika perilaku merokok dapat dipelajari dengan pemodelan matematika. Pemodelan
ini dapat membantu dalam menganalisis bagaimana penyebaran perilaku merokok. Model ini
dapat menggunakan pendekatan pemodelan epidemi penyakit menular [1]. Melalui pendekatan
ini, model mempertimbangkan kompartemen [2].

Pemodelan merokok yang menggambarkan dinamika trend pertumbuhan penggunaan
narkoba dan tembakau diperkenalkan oleh [3]. Dia mengembangkan model dengan membagi
populasi menjadi tiga subpopulasi yaitu perokok potensial, perokok dan perokok yang berhenti
dengan mempertimbangkan beberapa faktor yang berpengaruh pada pertumbuhan penggunaan
tembakau. [4] mengusulkan model matematika dinamika merokok dengan membagi populasi

menjadi empat subpopulasi dengan mengenalkan dua kelas pada perokok yang berhenti, yaitu
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perokok yang berhenti sementara dan perokok yang berhenti permanen. Lebih lanjut mereka
mengembangkan model menjadi enam subpopulasi dengan memperkenalkan perokok sedang,
perokok berat dan kelas yang berhubungan dengan sakit akibat merokok. [5] mengembangkan
model dengan model stokastik. Memodifikasi model Sharomi dengan memperkenalkan interaksi
nonlinear antara perokok dan perokok yang berhenti sementara. [6] membangun model dengan
meninjau model perokok kadang-kadang yang berhenti merokok. Kemudian [7] memodifikasi
model tersebut dengan memperkenalkan suku interaksi akar kuadrat perokok potensial dan
perokok kadang-kadang. Dan beberapa usaha dalam mencegah pertumbuhan perokok dengan
melakukan kontrol dan kampanye sehat telah dikaji oleh beberapa peneliti [8], [9].

Model-model yang diuraikan di atas berbentuk sistem persamaan differensial tak linear.
Solusi analitik terkadang sulit ditemukan. Solusi numerik kemudian digunakan untuk
menghampiri solusi sistem persamaan differensial tersebut. Salah satu alternatif untuk mencari
solusi numerik yaitu menggunakan metode perturbasi homotopi. Metode perturbasi homotopi
diperkenalkan oleh [10].

Beberapa peneliti menggunakan metode ini untuk menentukan solusi sistem persamaan
differensial. Di antara penerapan metode ini yaitu untuk masalah epidemik dan predator-prey [11],
[12], solusi sistem stiff persamaan differensial biasa [13]-[15], untuk sistem persamaan
differensial pecahan [16], untuk sistem persamaan differensial integro [17], [18], untuk sistem
persamaan differensial parsial [19], untuk model SEIR [20], solusi persamaan Burger [21], untuk
sistem reaksi difusi nonlinear pecahan [22] dan model difusi untuk masalah keuangan [23].

Penelitian ini membahas penerapan metode perturbasi homotopi pada sistem persamaan
differensial pada model merokok. Hasil perhitungan metode perturbasi homotopi kemudian

dibandingkan dengan hasil metode numerik.

2 Metode Penelitian
2.1 Kontruksi Model

Model merokok yang ditinjau pada penelitian ini yaitu model yang dikembangkan pada [3].
Total populasi N (t) dibagi ke dalam tiga subpopulasi: perokok potensial, yaitu orang yang belum
merokok tetapi mungkin menjadi perokok di masa depan; perokok; dan perokok yang berhenti
permanen, dengan ukuran yang ditunjukkan oleh P(t), S(t) dan Q(t), berturut-turut. Beberapa
asumsi ditetapkan di antaranya:
1) Nilai c adalah rata-rata jumlah kontak per satuan waktu; cP(t) adalah rata-rata jumlah kontak

perokok potensial per satuan waktu. Individu perokok potensial berinteraksi dengan individu

P(t), S(t) dan Q(t).
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2) Proporsi adanya perokok yang berinteraksi sehingga memungkinkan mempengaruhi perokok
potensial adalah S(t)/N(t). Maka, rata-rata jumlah kontak total adalah cP(t) S(t)/N(t).

3) Nilai p adalah probabilitas suatu pengaruh menghasilkan perokok dan ¢ adalah proporsi
individu menjadi perokok. Maka tingkat kejadian (incidence rate), yaitu perokok baru per
satuan waktu, adalah SP(t) S(t)/N(t), dengan = @pc, yaitu rata-rata tingkat pengaruh
efektif.

4) Nilai A adalah tingkat pemulihan per perokok per satuan waktu dan § adalah tingkat kambuh
per individu yang sembuh per satuan waktu

5) Populasi diasumsikan konstan, yaitu setiap kematian seimbang dengan kelahiran populasi
pada perokok potensial. Nilai u adalah tingkat kematian konstan.

Model merokok sebagai berikut

dp N PS P

as _ PS AS+6 S

dt—ﬁ N Q —uS, (1)
dQ—/lS )

- Q —uQ

dengan kondisi awal P(0) = Py, S(0) = Sy, Q(0) = Q,,
2.2 Analisis Metode

Berikut ini diberikan konsep dasar metode perturbasi homotopi berdasarkan pada [10].
Misalkan diberikan persamaan diferensial berikut:

Alu(®)] =0 2)
dengan A adalah operator diferensial umum, t adalah variabel bebas, dan u(t) adalah fungsi yang
akan ditentukan. Didefinisikan operator linear L yang memenuhi

L[f] =0 bila f =0.
Didefinisikan suatu fungsi homotopi sebagai berikut:

Hlv(¢t,p),p]l = (1 = p)L[v(t, p) — uo(O)] + pA[v(t,p)] = 0 3)
dengan u, merupakan pendekatan awal dari penyelesaian Persamaan (2), dan p merupakan
parameter dimana p € [0,1]. Berdasarkan Persamaan (3) maka pada saat p = 0 memberikan
persamaan:

H[v(t,0),0] = L[v(t,0) —uo(t)] =0
dan untuk p = 1 memberikan persamaan:

Hlv(t, 1),1] = Alv(t,1)] = 0.
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Sehingga v(t,0) = uy(t) merupakan penyelesaian dari persamaan H[v(t,0),0] =0 dan
v(t,1) = u(t) merupakan penyelesaian dari H[v(t, 1),1] = 0. Asumsikan bahwa solusi dari
Persaman (3) dapat ditulis sebagai deret pangkat dalam p

v = vy + pvy + p?v, + p3vg + o
Tetapkan p = 1 sehingga diperoleh solusi pendekatan dari Persamaan (2) adalah sebagai berikut:

u=limv=vy+v,+v,+vy3+-.
p-1

3  Hasil dan Pembahasan

Pada bagian ini, metode perturbasi homotopi diterapkan untuk menyelesaikan model
merokok. Kemudian hasil tersebut dibandingkan dengan metode numerik untuk menilai
keakuratan metode perturbasi homotopi. Transformasi variabel diterapkan untuk penyederhanaan
model.

Misal P* = %,S Y= %, dan Q* = %menyatakan pecahan untuk populasi P, S, dan Q. Untuk

kemudahan penulisan notasi, P*, S*, dan Q* ditulis P, S, dan Q. Persamaan (1) dapat ditulis sebagai

dP— PS P

as

EzﬁPS—AS+5Q—yS, 4)
dQ—AS o)

Pl Q —uQ

dengan kondisi awal P(0) = P,,S(0) = Sy, Q(0) = Q,.
Berdasarkan pada metode perturbasi homotopi, yaitu penerapan Persamaan (3) pada (4),

diperoleh persamaan

(1- p)[ip(z)_(%po (I)D+ p(%p(z)_ W+ BP(1)S (1) +uP(1) | =0

dr
(l—p)(%S(z‘)—(%So (t)DJrp(%S(Z)—BP(t)S(I)+(u+k)S(t)—SQ(t) 0 ©

d

1= £00)-(£0,0)] |+ o[ o150+ (x+9)2() |0

dengan p € [0,1] suatu parameter dan Py, S,, dan Q, adalah pendekatan awal dari penyelesaian.

Misalkan penyelesaian dari Persamaan (5) dinyatakan dalam deret pangkat
P=F(0)+p-R(1)+p*-R(1)+p"-B(1)+p" £ (1)
S=8,(t)+p-S (t)+p>-S,(t)+p - S (¢)+ p*-S,(¢) (6)
0=0,(1)+p-Q(1)+p (1) +p -0 (1)+p"-Qu(1)
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dengan kondisi awal P(0) = Py, S(0) = Sy, Q(0) = Q,. Jika Persamaan (6) beserta turunan-turunannya
disubstitusikan ke Persamaan (5), maka koefisien p! memberikan

d d

SR+ (1) -w+uh (1)1 (1)S, (1) =0
5, (1) 455, (0)+ (1+2)5,(1)-30, (1) B (1)3, (1) =0 )
<0,(1)+5.0,(1) 33, (1) + (4 +)2, (1) =0
dengan kondisi awal P, (0) = 0,5, (0) = 0,0,(0) = 0. Koefisien p? memberikan
S (1) 4B (1) + B (1), (1) +BR (1), (1) =0
isz (1)=80 (1) +(n+1)S, (1)—BR, (2)S, (£)-BP(¢)S, (t) =0 (®)

dt
d
EQz (l)+(“+ 8)Ql (t)—?»Sl (t) =0
dengan kondisi awal P,(0) = 0,5,(0) = 0,Q,(0) = 0. Koefisien p> memberikan

%g (£)+uP, (t)+BFR (¢)S, ()+BPR(2)S, (t)+BP,(¢)S, () =0
%Sa (£) =80, (1) =BE, (1) S, (1) =BR (1) S, (1) =BP: (1) S, (1) + (1 +1) S, (1) = 0 ©)

d
EQ3 (1)+(n+3)0,(1)-2S,(t)=0
dengan kondisi awal P;(0) = 0,55(0) = 0,Q5(0) = 0. Koefisien p* memberikan

(1) B (1), (1) +BR (13 (1)+ BP (05, (1) +BR (1), (1) + P (1) = O

%54(0-5@ (1)+(n+2)S, (1) (10)

—BF, () S; (1) =BR () S, (1) =BP, (1) S, (1) = BR (£) S, (1)
d
EQ“ (1) =4S, (£)+(n+8)0, (1)
dengan kondisi awal P,(0) = 0,5,(0) = 0,Q4(0) = 0.
Kondisi awal dari Persamaan (4) adalah P(0) = 0.8,5(0) = 0.2,Q(0) = 0.01 dan nilai

0

0

parameter yang diambil dari [3] yaitu § = 0.625, ¢ = 0.10, 4 = 0.15, § = 0.89. Dengan menyelesaikan
Persamaan (7) — (10) dengan kondisi awalnya, maka diperoleh penyelesaian masalah nilai awal (4)
menggunakan metode perturbasi homotopi hingga orde keempat yaitu

P(1)=0.8—0.087—0.005725¢* —0.0004734583333° + 0.0004605472135¢*

S(t)=0.2+0.0589¢+0.011307¢* —0.001919118333¢ +0.0002032116157¢*
O(1)=0.01+0.0201¢ —0.005532¢* +0.002390910000° —0.0006637171625¢*
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Hasil ini kemudian dibandingkan dengan solusi numeriknya. Perbandingan galat disajikan pada

Tabel 1.

Tabel 1. Galat dan rata-rata galat antara solusi numerik dan solusi metode perturbasi homotopi
untuk P(t), S(t), dan Q(t)

t |Prum — Pmpnl ISnum — Smpnl |Qnum — Qmpnl
0 0 0 0
0.1 209x10°%  545x10°%  244x10°°
0.2 620x10°%  1.05x107°  430x107°
0.3 9.50x10°®  154x107° 589x10°°
0.4 127x107°  205x107° 776 x10°°
0.5 153 %107 263x10°  1.09x107°
0.6 1.68x 107> 338x107°  1.68x107°
0.7 1.65%x107° 443x107> 276 x107°
0.8 131x107° 595x107°  462x107°
0.9 520x10°°  816x107°  761x107°
1 879x10°%  113x10*  122x107*
Rata-rata 1,07 x 107> 411x107>  320%x107°

Berdasarkan Tabel 1, solusi dari metode perturbasi homotopi cenderung bersesuaian dengan
solusi numeriknya. Rata-rata galat yang dihasilkan untuk populasi perokok potensial, perokok, dan
perokok yang berhenti permanen sangat kecil pada t € [0,1]. Hasil ini menunjukkan bahwa
metode perturbasi homotopi dapat digunakan untuk menghampiri solusi dari model merokok.
Adapun grafik solusi model merokok diberikan pada Gambar 1.

Bty 14 (9

054 Qe

——
——— e

— — solusi numerik
+  solusi metode perturbasl homotopi

Gambar 1. Grafik solusi numerik dan solusi metode perturbasi homotopi untuk P(t), S(t),

dan Q(t)
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Dari Gambar 1, grafik solusi numerik menunjukkan bahwa trayektori solusi model merokok
untuk P, S, dan Q menuju pada steady state untuk nilai awal yang diberikan. Nilai steady state
masing-masing yaitu (0.185, 0.706, 0.105). Untuk nilai parameter yang diberikan, populasi
perokok potensial menurun kemudian menetap pada nilai steady state. Akan tetapi, populasi
perokok dan populasi perokok yang berhenti permanen meningkat yang kemudian menetap pada
nilai steady state. Sementara itu, grafik solusi metode perturbasi homotopi mengikuti grafik solusi
numerik pada beberapa selang ¢. Beberapa selang ¢ yang menghasilkan galat yang kecil untuk P,
S, dan Q masing-masing adalah [0, 3.8], [0, 3.5], dan [0, 2.3]. Bila # melebihi selang tersebut, galat
akan semakin besar, sehingga grafik solusi metode perturbasi homotopi akan menjauhi grafik

solusi numeriknya.

4  Simpulan

Metode perturbasi homotopi dapat diterapkan dengan mudah pada model merokok yang
dibangun. Solusi dihitung dengan metode ini hingga orde keempat. Kecocokan yang baik
ditunjukkan pada hasil yang diperoleh antara metode perturbasi homotopi dengan hasil metode
numerik untuk ¢ kecil. Penerapan metode perturbasi homotopi dapat dikaji lebih lanjut untuk orde
yang lebih tinggi dan diterapkan untuk model dengan asumsi lain seperti adanya analisis terhadap

mekanisme proses kambuh menjadi perokok.
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