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Abstrak

Bilangan kromatik total graf G adalah bilangan bulat terkecil £ dimana titik-titik dan sisi-sisi graf G
dapat diwarnai dengan k warna sedemikian hingga dua titik yang adjecent dan sisi yang insiden dengan
titik-titik tersebut diberikan warna yang berbeda. Dalam paper ini dibahas mengenai pewarnaan total pada
Graf Bintang Sierpinski, §S,,. Bilangan kromatik untuk pewarnaan total pada Graf SS,, adalah 1 untuk n =
1dan 1+ 3.2" 2 untukn > 2.

Kata Kunci: Graf Bintang Sierpinski, Pewarnaan total, Bilangan Kromatik.

Abstract

The total Chromatic number of graph G is the least integer k where the vertices and edges of the graph G can
be colored with k color so that two vertices are adjecent and the edge which incident with these vertices are given
different colors. This paper discusses total coloring on Sierpinski Star Graph, SS,,. The chromatic number for total
coloring on Graph SSy, is 1 for n = 1and 1+ 3.2" *for n > 2.

Keywords: Sierpinski Star Graph, Total Coloring, Total chromatic number.

1 Pendahuluan

Segitiga Sierpinski merupakan salah satu bentuk fraktal yang menarik untuk dikaji lebih
dalam. Salah satu kajian matematika yang berkaitan dengan segitiga sierpinski adalah graf. Pada
tahun 1997 Klavzar dan Milutinovic [1] memperkenalkan graf Sierpinski S(n, k) yang merupakan
generalisasi dari masalah Tower Hanoi. Selain graf Sierpinski, terdapat graf Sierpinski Gasket Sy,
yang bentuknya identik dengan segitiga Sierpinski, dengan himpunan titik dan sisi dari graf S,
adalah titik sudut dan sisi segitiga-segitiga dari segitiga Sierpinski [2]. Selain berupa segitiga ada
juga yang berupa bujursangkar yang dikenal dengan graf Square Sierpinski [3]. Survey dan
klasifikasi mengenai graf turunan Sierpinski dibahas oleh Andreas dan Sandi [4]. Menggunakan
manipulasi pelabelan, Toru Hasunuma [5] mengkonstruksi graf Universaled Sierpinski.

Pembahasan yang menarik dalam graf diantaranya adalah pelabelan. Salah satu bentuk
pelabelan pada graf adalah pewarnaan graf, beberapa artikel yang terkait dengan pewarnaan graf
dan graf Sierpinski diantaranya adalah pewarnaan pada graf Sierpinski dan Sierpinski Gasket [6].

Pewarnaan titik, sisi, dan pewarnaan total pada graf Sierpinski dan graf Sierpinski Gasket dibahas
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oleh Jacovac dan Klavzar [7]. Untuk pewarnaan pada graf Square Sierpinski dibahas oleh Xue,
Zuo, dan Li [3]. Selanjutnya pada [8] dibahas mengenai pewarnaan pada graf Hanoi dan graf
Sierpinski. Pewarnaan total pada graf-graf turunan Sierpinski ditulis pada [9]. Selain pewarnaan
titik, sisi dan total, pewarnaan Packing pada graf Sierpinski dibahas oleh Bestjan[10]. Terinspirasi
kajian mengenai graf Sierpinski, pada tahun 2017 penulis menyusun graf yang dinamakan graf
Bintang Sierpinski berikut pewarnaan titik dan sisinya [11]. Konstruksi grafnya baru dijelaskan
secara geometris belum mencantumkan definisi secara matematis. Dalam paper ini dibahas
mengenai graf Bintang Sierpinski menggunakan definisi yang lebih matematis beserta pewarnaan

totalnya.

2 Metode Penelitian

Penelitian dilaksanakan dengan terlebih dahulu mengkonstruksi graf Bintang Sierpinski
yang dibangun dari segitiga Sierpinski dari iterasi ke-1 sampai dengan iterasi ke-n. Definisi
mengenai graf Bintang Sierpinski secara matematis diberikan berikut keterangan melalui tabel dan
gambar. Jumlah titik dan sisi dari graf Bintang Sierpinksi untuk iterasi ke-» diambil dari hasil
penelitian sebelumnya. Selanjutnya dibahas mengenai pewarnaan total pada graf Bintang
Sierpinski. Pewarnaan total dari graf Bintang Sierpinski disajikan dalam bentuk fungsi untuk
pewarnaan titik dan sisinya. Bilangan kromatik total hasil pewarnaan pada graf Bintang Sierpinski

disajikan dalam bentuk proposisi.

3  Hasil dan Pembahasan

Pada bab ini akan diberikan definisi mengenai graf Bintang Sierpinksi beserta penjelasan
menggunakan contoh dan gambar. Pewarnaan total pada graf Bintang Sierpinski dilengkapi
dengan fungsi dari pewarnaan total beserta hasil pewarnaan untuk titik dan sisinya.
3.1 Graf Bintang Sierpinski

Secara geometris graf Bintang Sierpinski SS,, dengann > 1 didefinisikan sebagai graf yang
dibentuk dari segitiga Sierpinski. Himpunan titik dari graf Bintang Sierpinski SS,, merupakan
himpunan semua segitiga dari segitiga Sierpinski hasil iterasi ke-n, dan titik yang mewakili
segitiga pusat disebut titik pusat (center vertex), sedangkan himpunan sisinya merupakan
himpunan semua sisi yang merupakan persekutuan dari dua segitiga dalam segitiga Sierpinski.
Dinamakan Graf Bintang Sierpinski karena bentuk dasarnya merupakan graf bintang dan dibangun
dari segitiga Sierpinski. Banyaknya titik dan sisi dari graf SS,, dinotasikan dengan |V},| dan |E,|
[11].
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Untuk lebih jelasnya, Tabel 1 berikut menjelaskan bagaimana konstruksi graf Bintang
Sierpinski dari segitiga Sierpinski untuk iterasi 1, 2 dan 3 beserta jumlah titik dan sisi dari masing-
masing graf.

Tabel 1. Segitiga Sierpinski dan Graf SS,,

n Segitiga Graf S§S, [Vl |E,|
Sierpinski
iterasi ke-n
1 1 0
i i °
2 :; )\ 4 3
3 E pY 13 15

Secara umum, graf Bintang Sierpinski dijelaskan dalam definisi berikut.

Definisi 1. Graf Bintang Sierpinski, SS,,, didefinisikan sebagai berikut, untuk SS, hanya terdiri
atas satu titik, untuk n = 2, himpunan titik dari SS,, terdiri atas (n-1)-tupel dari bilangan 0,1,2,3
yaitu V(SS,) = {0,1,2,3}""L. Dua titik u = (uy, Uy, ..., Up_,) dengan u; € {0,1,2,3} dan v =
(V1, Vg, o, Up_q) dengan v; € {1,2,3} dikatakan adjacent jika dan hanya jika terdapat k €
{1,2, ...,n — 1} sedemikian hingga
i. u=0 untuk i=kk+1,..,n—-1
ii. u=v; untuk i=12,..,k—1
iii. vi#Fv, untuk i=k+1,k+2,..,n—1

Selanjutnya titik (uq, Uy, ..., Uy_4) ditulis dengan (u u, ... up_1).
Jumlah titik dan sisi pada graf Bintang Sierpinksi ditunjukkan dalam proposisi berikut:

Proposisi 2.[11] Graf Bintang Sierpinski SS, mempunyai %(3” — 1) titik untuk n > 1 dan

n—-2-i pqn—-1-i
n-22i3

sisi untukn > 2.
Setiap graf Bintang Sierpinski, SS,, untuk n > 2 memuat tiga subgraf yang identik dengan
graf SS,,_;. Dalam paper ini subgraf atas, kiri,dan kanan masing-masing dinotasikan dengan

SSY_,, SS2_,, dan SS>_,, dan subgraf-subgraf ini pun terdiri atas tiga subgraf dari iterasi
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sebelumnya. Titik pusat utama merupakan titik dengan derajat tertinggi, yaitu titik (u,u; ... Uy _1)
dengan u; = 0 untuk semua i. Untuk semua titik v = (vy, vy, ..., V—1) pada SS}_;, SS2_,, dan
SS3_, nilai v; berturut-turut sama dengan 1, 2, dan 3. Untuk i # 1, v; € {0,1,2,3}, untuk titik
yang memuat v; = 0 merupakan titik pusat dari masing-masing subgraf, sedangkan untuk v; €
{2,3},v; € {1,3}, dan v; € {1,2} berturut-turut untuk graf SS}_,, graf SS2_,, dan graf SS3_,

dihubungkan dengan titik pusat utama.

Contoh 3. Diberikan Graf SS; dan SS, yang masing-masing mempunyai titik berjumlah 13 dan

40 serta banyaknya sisi masing-masing 15 dan 57.

(11}

(12) {13}

{21} {31)

{20} {30)

{22) (23) (32) (33) (222) (223 (232 (233) (322) (323 (332 (333)

Gambar 1a. Graf §5; Gambar 1b. Graf SS,

Gambar la memperlihatkan bahwa Graf SS; mempunyai 13 titik terdiri atas 1 titik pusat
utama, 3 titik pusat dari tiga subgraf (SS3, SSZ, dan SS3), dan 9 titik yang masing-masing adjacent
dengan titik pusat pada masing-masing subgraf yang bersesuaian. Titik pusat utama merupakan
titik dengan derajat tertinggi, yaitu titik (00). Titik pusat subgraf SS3, SSZ, dan SS3 masing-masing
adalah titik (10), (20}, dan (30). Titik (11),(12), dan (13) merupakan titik dari subgraf SS3 yang
adjacent dengan (10). Titik (21),(22), dan (23) merupakan titik dari subgraf SSZ yang adjacent
dengan (20). Titik (31),(32), dan (33) merupakan titik dari subgraf SS3 yang adjacent dengan
(30). Titik yang adjacent dengan titik pusat utama adalah titik (12),(13),(21),(23),(31), dan
(32). Jadi titik-titik pada SS; adalah (00),(10),(11),(12),(13),(20),(21),(22),(23),(30),
(31),(32), dan (33)

Graf §S, memuat tiga subgraf yang identik dengan graf SS; ditambah dengan satu titik yang
disebut titik utama. Titik pusat utamanya adalah titik (000), sedangkan titik-titik dari subgraf SS3,
§52,dan SS3 identik dengan titik-titik pada graf SS;. Sebagai contoh, subgraf SSI mempunyai 13
titik dan 15 sisi yang identik dengan graf SS;. Adapun titik-titik dari subgraf SS3 adalah
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(100),(110),(111),(112),(113),(120),(121),(122),(123),(130),(131),(132) dan (133).
Untuk titik (u;u,u3) pada SS3 dan SS3 nilai u; masing-masing bernilai 2 dan 3, sedangkan u,
dan u; identik dengan SS3.

Secara umum setiap graf Bintang Sierpinski, SS, untuk n > 2 memuat tiga subgraf yang
identik dengan graf SS,_; yaitu subgraf atas, kiri,dan kanan masing-masing dinotasikan dengan
SSt ,,882_,,dan SS3_,

Pada SS}_,, setiap titik v = (vq, V3, ..., V1) berlaku aturan untuk i = 1 nilai v; = 1 dan
untuk i # 1 nilai v; € {0,1,2,3}, dimana titik yang memuat v; = 0 merupakan titik pusat dari
subgrafpada SS;}_;, sedangkan titik-titik v dimana v; € {2,3} untuk i # 1 terhubung dengan titik
pusat utama.

Pada SS2_, berlaku aturan untuk i =1 nilai v; =2 dan untuk i# 1 nilai v; €
{0,1,2,3}, dimana titik yang memuat v; = 0 merupakan titik pusat dari subgraf pada SS2_;,
sedangkan titik-titik v dimana v; € {1,3} untuk i # 1 terhubung dengan titik pusat utama.

Serupa dengan SS}_; dan SS2_,, nilai v; untuk i = 1 pada SS]_; selalu bernilai 3, atau
v; = 3 dan untuk i # 1 nilai v; € {0,1,2,3}, dimana titik yang memuat v; = 0 merupakan titik
pusat dari subgraf pada SS2_,, sedangkan untuk titik v dimana v; € {1,2} untuk i # 1 terhubung
dengan titik pusat utama.

3.2 Pewarnaan Total pada Graf Bintang Sierpinski

Pewarnaan total dari suatu graf G merupakan fungsi m:V U E = (C sedemikian sehingga
tidak ada dua elemen adjacent ( yaitu titik dengan titik, sisi dengan sisi, maupun titik dengan sisi
yang insiden) yang mempunyai warna yang sama. Bilangan kromatik total dari graf G,yang
dinotasikan dengan A;(G), menunjukkan banyaknya warna minimum yang digunakan pada
pewarnaan total graf G. Menurut Vizing [12], jika G adalah graf sederhana dengan derajat
maksimum titik dari G adalah A(G) maka A;(G) < A(G) + 2. Ada 2 tipe graf terkait dengan
pewarnaan total yaitu graf tipe I dan garf tipe II. Graf G dikatakan graf tipe I jika jumlah minimal
warna pada pewarnaan totalnya adalah A(G) + 1 warna atau A;(G) = A(G) + 1. Selanjutnya graf
G dikatakan graf tipe II jika jumlah warna minimal pada pewarnaan totalnya adalah A(G) + 2 atau
Ar(G) = A(G) + 2.

Graf sikel C, merupakan graf dengan A(C,) = 2 untuk setiap n. Graf sikel C; termasuk
dalam graf tipe I karena A(C3) = A(C,) + 1 = 3. Sedangkan graf sikel C, merupakan graf tipe
Il karena A (C,) = A(C,) + 2 = 4.
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Proposisi 3. Bilangan kromatik untuk pewarnaan total graf SS, adalah 1 untuk n =1 dan
3.2" 2 + 1 untukn = 2.
Bukti : Untuk n = 1 hanya terdiri atas satu titik sehingga warna yang bisa diaplikasikan hanya
ada 1 warna, untuk n = 2 graf §S,, identik dengan graf bintang dengan banyaknya titik dan sisi
masing-masing adalah 4 dan 3. Karena terdapat satu titik berderajat 3 maka jumlah warna minimal
yang bisa diaplikasikan adalah 4 yaitu sama dengan derajat maksimum titik ditambah 1, empat
warna untuk titik dan 3 warna untuk sisi. Dengan cara yang sama, untuk n > 3, derajat maksimum
titik dari graf SS,, adalah 3.2" 2, schingga graf SS,, dapat diwarnai dengan minimal 3.2"72 + 1
warna. Jadi terbukti bahwa bilangan kromatik dari SS,, adalah 1 untuk n = 1 dan 3.2"72 +1
untukn > 2. =

Untuk lebih jelasnya berikut ini diberikan rumus pewarnaan total untuk graf Bintang
Sierpinski. Untuk n > 2 diberikan fungsi 7: (V U E )(SS,,) - {0,1, ...,3.2""7%},
Untuk n = 2
Karena graf §S, merupakan graf bintang yang terdiri atas 1 titik berderajat 3 dan 3 titik berderajat
1 maka jumlah warna minimalnya adalah 4. Berikut ini rumus pewarnaan total untuk graf SS,
m:(VUE)(SS,) - {0,1,2,3},
V(5S2) = {(0),(1),(2),(3)} dan E(SS,) = {{0)(1),(0}(2), (0)(3)}

Pewarnaan titik : Pewarnaan sisi:
n({0)) =0 m({(OK1)) = 2
n((1) =1 m({0N2)) =3
n({(2)) =2 m({0X3)) =1
n((3)) =3
{1}
0
(2} (3}
Gambar 2a. Graf SS, Gambar 2b. Pewarnaan pada graf SS,
Untuk n = 3,

Graf SS; terdiri atas tiga subgraf yang identik dengan SS, yaitu SS3, SS2, dan SS;. Pewarnaan

titik dan sisi pada masing-masing subgraf sama dengan pewarnaan pada graf SS,. Untuk titik
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pusat pada SS3 diberi warna 0, sedangkan pewarnaan untuk sisi-sisi yang insiden dengan titik pusat

diberi warna 1 sampai dengan 3. 2"~ 2 searah jarum jam dimulai dari sisi yang insident dengan titik

dari subgraf SS1. Berikut adalah hasil pewarnaan pada graf SSs.
m: (VUE)(SS;) = {0,1,2,3,4,5,6},
V(SS3) = {(00),(10),(11),(12),(13),(20),(21),(22),(23),(30), (31),(32),(33)}
danE(SS,) = {(10)(11),(10)(12),(10)(13),(20)(21),(20)(22),(20)(23),(30)(31),
(30)(32),(30)(33),(00)(12), (00){13), (00)(21), (00){23),(00)(31),(00)(32)}

Pewarnaan titik :

n((00)) =0 7w((11) =1 7w(12)) =2
n((10)) =0 7w((21) =1 7w((22)) =2
n((20) =0 w((B1) =1 7w((32)) =2
n({(30)) =0

Pewarnaan sisi:
n((10)(11)) = 2
n({10)(12)) =3
m((10)(13)) =1
m((20)(21)) =2
m((20)(22)) =3
m({(20)(23)) =1
m((30)(31)) =2
m((30)(32)) =3
m((30)(33)) =1

{21)

m((00)(12)) = 1
m((00)(13)) = 2
m({00)(31)) = 3
m({00)(32)) = 4
m({00)(21)) = 5
m({00)(23)) = 6

(13)

{20)

(32) (33)

Gambar 3a. Graf SS;

m((13)) =3
m((23)) =3
m((33)) =3

Gambar 3b. Pewarnaan pada graf SS5
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Selanjutnya secara umum rumus pewarnaan total untuk SS,, untuk n > 2 adalah sebagai berikut:
m:(VUE)(SS,) - {0,1,...,3.2"%}

Pewarnaan titik :

m({uy ... Up_1)) = Up_q, dengan u,_; € {0,1,2,3}

Pewarnaan sisi :

untuk u; # O untuk i = 1,2, ...,n — 2, pewarnaan sisi dari graf SS,, adalah sebagai berikut.
T((Ug e Uy O (U . Uy 1)) = 2,

T((Ug o Uy O Uy . Upy_22)) = 3,

T((Ug oo Uy O Uy o upy—53)) =1,

untuk u; # O untuk i = 1,2, ...,n — 3, pewarnaan sisi dari graf SS,, adalah sebagai berikut.

T((Ug oo Upy_300)(Uy ..Uy _312)) =1,
T((Uq oo Upy_300)(Uy ... u,_313)) = 2,
T((Uq oo Upy_300){Uy ... u,_331)) =3,
T((Uq oo Upy_300)(Uy ... U, _332)) = 4,
T((Uq oo Upy_300)(Uy ... u,_321)) =5,
T((Uy ... Upy—300)(Uy ... u,_323)) = 6,

Selanjutnya untuk suatu bilangan bulat positif k € {1,2,...,n — 1} dann > 3, berlaku pewarnaan
sisi sebagai berikut.

T((Ug oo Uy 10 .. ON(Uq o Upy_p—113...32)) =1

T((Uqg e Uy 10 .. O)(Uq o Upy_p—113...33)) = 2

jikau, =3 danu; € {1,2}untuki =k + 1,k +2,...n — 1, maka
T[((ul ...un_k_lo e 0)(u1 ...un_k_l?)l . 11)) S 3
T[((ul ...un_k_lo e 0)(u1 ...un_k_l?)l . 12)) S 4

T[((ul ...un_k_lo e 0)(u1 ...un_k_l?)z . 22)) S 2 + Zk_l

jikau, =2danu; € {1,3}untuki =k + 1,k +2,...n — 1, maka
T[((ul ...un_k_lo e 0)(u1 ...un_k_123 . 33)) - 2 + Zk_l + 1
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T[((ul ...un_k_lo e 0)(u1 ...un_k_lzl . 11)) S 2 + 2.2k_1

jikau, = 1danu; € {2,3}untuki =k + 1,k +2,...n— 1, maka
T[((ul ...un_k_lo e 0)(u1 ...un_k_llz . 22)) - 2 + 2. Zk_l + 1

T((Ug oo Uy =10 o ONUy oo Uy 113 ...23)) = 3.2k1
untuk subgraf S, sama dengan pewarnaan graf SS,,_;, dan untuk sisi yang insiden dengan titik
pusat diberi warna 1,2...., 3. 2"~ 2 berurutan searah jarum jam dimulai dari dua sisi paling kanan

dari subgraf SS}_; yang insiden dengan titik pusat utama.

4  Simpulan

Berdasarkan pembahasan mengenai konstruksi dan pewarnaan total pada graf Bintang
Sierpinski diperoleh kesimpulan bahwa graf Bintang Sierpinski merupakan graf yang serupa
dengan dirinya atau self similar. Untuk bilangan kromatik pewarnaan total pada graf Bintang
Sierpinski sama dengan derajat tertinggi titiknya ditambah satu. Titik yang mempunyai derajat

tertinggi adalah titik pusat utama.
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