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Abstrak

Pada teori modul, definisi submodul prima telah mengalami dualisasi menjadi submodul kedua.
Begitu halnya dengan definisi radikal prima, juga telah mengalami dualisasi menjadi radikal kedua.
Struktur modul sendiri telah mengalami perumuman menjadi struktur (R,S)-modul, dengan R dan S
masing-masing merupakan ring sebarang. Salah satu definisi keprimaan di dalam (R, S)-modul adalah
(R, S)-submodul prima gabungan. Irisan dari semua (R, S)-submodul prima gabungan di M membentuk
radikal prima gabungan. Di sisi lain, suatu (R, S)-submodul prima gabungan telah mengalami dualisasi
menjadi (R, S)-submodul kedua gabungan. Suatu (R, S)-submodul tak nol N di M disebut (R, §)--submodul

kedua gabungan jika untuk setiap elemen a di R, homoteti (R, S)-modul N 5 N merupakan epimorfisma
atau homomorfisma nol. Pada penelitian ini, didefinisikan dualiasasi dari radikal prima gabungan pada
(R,S)-modul, yang selanjutnya disebut radikal kedua gabungan pada (R,S)-modul. Lebih lanjut,
didefinisikan himpunan sistem-m* pada (R, S)-modul dan disajikan beberapa sifat-sifatnya. Pada bagian
akhir artikel ini ditunjukkan bahwa terdapat hubungan antara himpunan sistem-m* dengan radikal kedua
gabungan pada (R, S)-modul.

Kata Kunci: (R, S)-modul, radikal kedua, submodul kedua gabungan, radikal prima

Abstract

In module theory, the definition of prime submodule has been dualized to be second submodules.
Likewise with the definition of prime radical, it has also been dualized to become a second radical. The
module structure itself has undergone a generalization into an (R, S)-module structure, where R and S are
arbitrary rings. One of the definitions of primeness in the (R,S)-module is jointly priume (R,S)-
submodules. The intersection of all jointly prime (R, S)-submodule of M form the jointly prime radical. On
the other hand, a jointly prime (R, S)-submodule has dualized to be a jointly second (R, S)-submodule. A
non-zero (R, S)-submodule N of M is called jointly second (R, S)-submodule if for each element a of R,

the (R, S)-module homoteti N 5 N is an epimorphism or zero homomorphism. In this research, we define
the dualization of jointly prime radical of (R, S)-module, that is called jointly second radical of (R, S)-
module. Furthermore, we define the set of m*-systems in (R,S)-modules and present some of their
properties. At the end of this article, we show that there is a relationship between the set of m*-systems and
the jointly second radical of (R, S)-modules.

Keywords: (R, S)-module, second radical, jointly second submodule, prime radical

1 Pendahuluan

Ring yang digunakan dalam keseluruhan tulisan ini adalah ring komutatif, kecuali

dinyatakan selain itu. Pada teori modul, suatu submodul sejati P di R-modul M disebut submodul
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prima jika untuk setiap elemen m € M dan elemen r € R dengan rm € P maka berakibat m € M
atau rM < P. Konsep terkait submodul (modul) prima beserta sifat-sifatnya pada sebarang ring
pertama kali diperkenalkan oleh [1]. Seiring berjalannya waktu, para peneliti telah mendualisasi
definisi submodul prima menjadi submodul kedua. Dualisasi ini diperkenalkan oleh [2] dengan
menggunakan dualisasi pada pemetaan homoteti yang terkait dengan modul tersebut. Suatu

submodul tak nol N di dalam R-modul M disebut submodul kedua jika untuk setiap elemen a €

R, homoteti N 5N merupakan epimorfisma atau homomorfisma nol. Selanjutnya beberapa
peneliti telah mengembangkan konsep terkait submodul kedua, diantaranya dalam [3], [4], [5], dan
[6].

Di sisi lain, telah diketahui bahwa irisan dari submodul prima belum tentu membentuk
submodul prima. Oleh karena itu, pada teori modul muncul definisi radikal prima. Konsep radikal
prima suatu modul diperkenalkan oleh [7]. Apabila R-modul M memiliki submodul prima maka
radikal prima dari M adalah irisan semua submodul prima di M dan radikal prima dari M sama
dengan M sendiri apabila M tidak memiliki submodul prima. Lebih lanjut, dalam [7] disajikan
definisi himpunan sistem-m sebagai komplemen dari submodul prima serta disajikan pula
hubungan antara radikal prima dan himpunan sistem-m. Lebih lanjut, beberapa peneliti telah
mendualiasasi radikal prima pada R-modul menjadi radikal kedua pada R-modul. Menurut [8],
radikal kedua pada R-modul M adalah hasil jumlahan semua submodul kedua di M. Apabila M
tidak memiliki submodul kedua, maka radikal kedua dari M didefinisikan nol.

Seiring perkembangan ilmu pengetahuan, struktur R-modul sendiri telah mengalami
perumuman menjadi (R, S)-modul. Konsep terkait (R, S)-modul ini diperkenalkan oleh [9]. Di
dalam [9] didefinikan keprimaan di dalam (R, S)-modul yaitu (R, S)-submodul prima gabungan.
Diberikan sebarang ring R dan S serta (R,S)-modul M. Suatu (R, S)-submodul sejati P di M
disebut (R, S)-submodul prima gabungan jika untuk setiap ideal kiri I di R, ideal kanan J di S, dan
(R, S)-submodul N di M dengan IN] S P maka berakibat IM] € P atau N € P. Ketika ring R dan
S merupakan ring komutatif, maka suatu (R, S)-submodul sejati P di M disebut (R, S)-submodul
prima gabungan jika untuk setiap ideal I di R, ideal J di S, dan (R, S)-submodul N di M dengan
INJ] € P maka berakibat IM] € P atau N € P.

Di samping itu, definisi radikal prima pada R-modul telah diperumum di dalam (R, S)-
modul. Pada [10] telah didefinisikan radikal prima gabungan pada (R, S)-modul, himpunan sistem-
m pada (R, S)-modul beserta sifat-sifatnya. Menurut [10], jika M memiliki (R, S)-submodul prima

gabungan, maka didefinisikan radikal prima gabungan dari M adalah irisan dari semua (R, S)-
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submodul prima gabungan di M. Namun, jika M tidak memiliki (R, S)-submodul prima gabungan,
maka didefinisikan radikal prima gabungan dari M adalah M itu sendiri.

Dengan merujuk definisi homomorfisma (R, S)-modul pada [11], penulis telah mendualisasi
definisi submodul prima gabungan pada (R, S)-modul menjadi submodul kedua gabungan pada

(R, S)-modul. Suatu (R, S)-submodul tak nol N di M disebut (R, S)-submodul kedua gabungan

jika untuk setiap elemen a € R, homoteti (R,S)-modul N 5N merupakan epimorfisma atau
homomorfisma nol. Sifat-sifat terkait (R, S)-submodul kedua gabungan juga telah diteliti dalam
[12] dengan memperumum sifat-sifat submodul kedua pada R-modul. Penelitian terkait dualisasi
dari radikal prima gabungan pada (R, S)-modul belum pernah dilakukan. Oleh karena itu, dalam
penelitian ini akan dikonstruksi pendefinisian radikal kedua gabungan sebagai dualisasi dari
radikal prima kedua gabungan pada (R,S)-modul. Selanjutnya, dikonstruksi pendefinisian
himpunan sistem-m* pada (R,S)-modul sebagai komplemen dari (R,S)-submodul kedua
gabungan serta akan disajikan sifat-sifat sistem-m* pada (R, S)-modul serta hubungannya dengan

radikal kedua gabungan pada (R, S)-modul.

2  Metode Penelitian

Penelitian ini merupakan penelitian kualitatif yang melakukan tinjauan literatur
komprehensif tentang pendefinisian bentuk dual dari radikal prima gabungan pada (R, S)-modul
dan sifat-sifatnya. Tahapan pertama yang dilakukan dalam penelitian ini adalah mengkonstruksi
pendefinisian radikal kedua gabungan sebagai dualisasi dari radikal prima gabungan pada (R, S)-
modul. Proses pendefinisian radikal kedua gabungan ini berdasarkan pada proses pendefinisian
radikal kedua pada suatu modul. Konsep lebih lanjut terkait radikal kedua pada suatu modul telah
disajikan pada [8].

Pada teori modul, telah dikenal konsep sistem-m sebagai komplemen dari submodul prima.
Konsep terkait sistem-m pada suatu modul dijelaskan secara mendetail pada [7]. Selanjutnya, [8]
telah mendualisasi konsep sistem-m pada modul menjadi sistem-m*. Sistem-m* suatu modul ini
merupakan komplemen dari submodul kedua. Tahapan selanjutnya dalam penelitian ini adalah
mengkonstruksikan pendefinisian sistem-m* pada (R, S)-modul sebagai bentuk dual dari sistem-
m yang telah didefinisikan pada [10]. Selanjutnya, tahapan terakhir dari penelitian in adalah
menyelidiki sifat-sifat sistem-m* pada suatu (R, S)-modul, serta menentukan hubungan antara

sistem-m* dengan radikal kedua gabungan pada (R, S)-modul.
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3  Hasil dan Pembahasan

Pada bagian ini akan disajikan hasil dari penelitian ini, meliputi pengkonstruksian radikal
kedua gabungan pada (R, S)-modul, pengkonstruksian sistem-m* pada (R, S)-modul, serta sifat-
sifat sistem-m* dan hubungan antara sistem-m* dengan radikal kedua gabungan pada (R, S)-
modul.
3.1. Radikal Kedua Gabungan pada (R, S)-Modul

Sebelum mendefinisikan radikal kedua gabungan pada (R,S)-modul, berikut disajikan
definisi dari (R, S)-submodul kedua gabungan menurut [12].
Definisi 1. Suatu (R, S)-submodul tak nol N di M disebut (R, S)-submodul kedua gabungan jika

untuk setiap elemen a € R, homoteti (R,S)-modul N 5N merupakan epimorfisma atau
homomorfisma nol.

Berdasarkan definisi di atas, suatu (R,S)-modul M merupakan (R,S)-modul kedua
gabungan apabila M merupakan (R, S)-submodul kedua gabungan atas dirinya sendiri. Merujuk
pada [12], apabila diberikan (R,S)-modul M dengan sifat S> = S dan (R, S)-submodul N di M
dengan N # 0, maka N merupakan (R, S)-submodul kedua gabungan jika dan hanya jika untuk
setiap ideal A di R memenuhi ANS = 0 atau ANS = N. Sifat ini nantinya akan digunakan dalam
mengidentifikasi suatu (R, S)-submodul merupakan (R, S)-submodul kedua gabungan atau bukan,
dengan syarat cukup ring S memenuhi sifat % = S.

Telah diketahui dalam [8] bahwa radikal kedua pada R-modul M merupakan jumlahan
semua submodul kedua di M atau nol. Dengan merujuk pada definisi ini, berikut disajikan definisi
radikal kedua gabungan pada (R, S)-modul.

Definisi 2. Radikal kedua gabungan dari (R,S)-modul M adalah jumlahan semua (R,S)-
submodul kedua gabungan di M, dinotasikan dengan Secg g)(M). Jika M tidak memiliki (R, S)-
submodul kedua gabungan maka radikal kedua gabungan dari M adalah Sec(g sy(M) = 0.

Berikut disajikan beberapa contoh radikal kedua gabungan pada (R, S)-modul.

Contoh 3. Diberikan Z,, sebagai (Z, Z)-modul. Diketahui bahwa semua (Z, Z)-submodul di Z;,

Contoh 4. Diberikan Zg sebagai (Zg, Z)-modul. Diketahui bahwa semua (Zg, Z)-submodul di Zg
adalah {0}, {0, 3}, {0, 2, 4}, dan Z,. Dapat ditunjukkan bahwa (Zg, Z)-submodul kedua gabungan
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di Z¢ hanyalah {0,3} dan {0, 2, 4}. Dengan demikian, radikal kedua gabungan dari Z, adalah
Secz,z)(Ze) = {0,3} +{0,2,4} = Z.
3.2. Himpunan Sistem-m* pada (R, S)-Modul

Diberikan (R,S)-modul M. Menurut [10], himpunan tak kosong X € M \ {0} disebut
sistem-m apabila untuk setiap ideal I di R, ideal J di S, dan (R, S)-submodul K dan L di M dengan
(K+L)NnX # @dan (K + IMJ) N X # @ maka berakibat (K + IL]) N X # @. Dengan merujuk
pada [8], berikut disajikan definisi dari himpunan sistem-m* pada (R, S)-modul sebagai bentuk
dual dari himpunan sistem-m dalam [10].

Definisi 5. Diberikan (R,S)-modul M. Himpunan tak kosong X € M \ {0} disebut sistem-m*
apabila untuk setiap ideal A di R dan (R, S)-submodul K, L di M dengan (0:xn, A) UX # M dan
A(KNL)SUX # M maka berakibat (K N L) UX # M.

Pada [10] telah ditunjukkan bahwa himpunan sistem-m pada (R,S)-modul merupakan
komplemen dari suatu (R, S)-submodul prima gabungan. Pada proposisi berikut ini disajikan
bahwa himpunan sistem-m* pada (R, S)-modul ternyata juga merupakan komplemen dari suatu
(R, S)-submodul kedua gabungan.

Proposisi 6. Diberikan (R,S)-modul M dengan S* =S dan (R,S)-submodul Q di M. Q
merupakan (R, S)-submodul kedua gabungan jika dan hanya jika M \ Q merupakan sistem-m*.
Bukti. (=). Diketahui Q merupakan (R, S)-submodul kedua gabungan di M dan X = M \ Q. Jelas
Q # Osehingga X # M \ {0}. Ambil sebarang ideal A di R dan (R, S)-submodul K, L di M dengan
(0:xaL A UX #= M dan A(KNL)SUX # M. Andaikan (K N L) U X = M, maka diperoleh Q <
K N L. Karena Q merupakan (R, S)-submodul kedua gabungan maka AQS = 0 atau AQS = Q.
Jika AQS = 0 maka Q < (0:xn, A) schingga diperoleh (0:xn, A) U X = M. Kontradiksi. Jika
AQS = Q maka diperoleh AQS € A(K NL)S sehingga Q € A(K NL)S. Dengan demikian
diperoleh A(K N L)S U X = M. Kontradiksi. Jadi, pengandaian salah dan harus diingkar. Jadi,
(K NL)U X # M. Dengan demikian, terbukti bahwa X merupakan sistem-m* di M.

(). Diketahui X = M \ Q merupakan sistem-m* di M. Karena X # M \ {0} maka jelas bahwa
Q # 0. Diambil sebarang ideal A di R sedemikian sehingga AQS # 0 dan AQS # Q. Ambil K =
Q dan L = Q pada definisi sistem-m*, maka diperoleh (0:xn, A) UX = (O:Q A)UX # M dan
A(KNL)SUX =AQSUX # M. Diperoleh (KNL)U X = Q UX = M. Kontradiksi dengan X
sistem-m*. Jadi, haruslah AQS = 0 atau AQS = Q. Dengan demikian, merujuk pada [12] terbukti
bahwa Q merupakan (R, S)-submodul kedua gabungan di M. m
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Berikut disajikan beberapa contoh dari sistem-m* pada suatu (R, S)-modul.

Contoh 7. Diberikan Zg sebagai (Zg, Z)-modul dan (Zg, Z)-submodul kedua gabungan H =
{0,2,4} di Zs. Merujuk pada Proposisi 6, diperoleh bahwa himpunan Z¢\ H ={1,3,5}
merupakan sistem-m* di (Zg, Z)-modul Z.
Contoh 8. Diberikan Z,, sebagai (Z,Z)-modul dan (Z,Z)-submodul kedua gabungan P =
{0,4,8} di Z;,. Merujuk pada Proposisi 6, diperoleh bahwa himpunan Z,\P =

Selanjutnya, berikut disajikan beberapa sifat terkait sistem-m* pada suatu (R, S)-modul.
Proposisi 9. Diberikan (R, S)-modul M dengan S* = S. Jika X € M \ {0} merupakan himpunan
sistem-m* dan Q merupakan (R,S)-submodul di M minimal dengan sifat Q U X = M, maka Q
merupakan (R, S)-submodul kedua gabungan di M.
Bukti. Diambil sebarang ideal A di R sedemikian sehingga AQS # 0 dan AQS # Q. Berdasarkan
minimalitas Q diperoleh (Q N (0: A)) UX # Mdan A(Q N M)S UX # M.Karena X merupakan
sistem-m* maka diperoleh (Q N M) U X = Q U X # M. Kontradiksi dengan Q U X = M. Dengan
demikian, pengandaian salah dan harus diingkar. Jadi diperoleh AQS = 0 atau AQS = Q. Jadi,
terbukti bahwa Q merupakan (R, S)-submodul kedua gabungan di M. m

Dengan menggunakan definisi radikal kedua gabungan pada (R, S)-modul, berikut disajikan
akibat dari Proposisi 9.
AKkibat 10. Diberikan (R,S)-modul M dengan S* = S. Jika diberikan (R, S)-submodul N di M
maka

Secirs)(N) =0

atau
Secirs)(N) = X{(R,S) — submodul Q di N | (3sistem —m* X)Q minimal dg Q U X = M}.
Bukti. Jika N tidak memuat (R, S)-submodul kedua gabungan maka Sec s)(N) = 0. Jika N
memuat (R, S)-submodul kedua gabungan. Andaikan
Secrs)(N) #= X{(R,S) — submodul Q di N | (3sistem —m”* X)Q minimal dg Q U X = M}.
Berarti Sec(gs)(N) bukan merupakan jumlahan dari (R, S)-submodul kedua gabungan di N.
Kontradiksi, sehingga pengandaian salah dan harus diingkar. Jadi, terbukti bahwa Sec(g )(N) =
Y{(R,S) — submodul Q di N | (Isistem —m* X)Q minimaldg QU X = M}. m

Menurut [10], untuk setiap (R, S)-submodul N di M, jika tedapat (R, S)-submodul prima
gabungan di N maka didefinisikan himpunan (R'SW ={a€M]| (Vsistem—mX)aeX=>XnN
N # @}. Namun, jika tidak terdapat tedapat (R,S)-submodul prima gabungan di N maka
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didefinisikan SW = M. Selanjutnya, berikut diberikan definisi himpunan SRS\/N sebagai

bentuk dual dari himpunan SN
Definisi 11. Diberikan (R,S)-modul M dengan S* = S. Untuk setiap (R, S)-submodul N di M,
Jjika terdapat (R, S)-submodul kedua gabungan di N, maka didefinisikan

SRS

VN == {x € N | (3sistem —m* X)x € Xdan N U X = M}.

Jika tidak terdapat (R, S)-submodul kedua gabungan di N, maka didefinisikan S(R'SW = 0.
Selanjutnya, berikut diberikan suatu torema tentang hubungan antara sistem-m* dengan

radikal kedua gabungan pada (R, S)-modul.

Teorema 12. Diberikan (R,S)-modul M dengan S* = S serta (R,S)-submodul N di M. Jika

(R.S)
terdapat (R, S)-submodul kedua gabungan di N, maka ° RS\/N = Sec(rs)(N).

Bukti. Misalkan diketahui S(R'SW # 0. Ambil sebarang x € S(R'Si/ﬁ , maka terdapat sistem-m™* X
sedemikian sehingga x € X dan N U X = M. Dibentuk himpunan  ={Q S N| QU N = M}.
Jelas bahwa 1 # @ karena N € 1. Y merupakan himpunan terurut parsial dengan relasi urutan
parsial berbentuk relasi inklusi. Dengan menggunakan Lemma Zorn, akan dibuktikan i memiliki
elemen minimal. Hal ini ekuivalen dengan menunjukkan bahwa setiap rantai tak kosong di i
memiliki batas bawah di . Diambil sebarang rantai tak kosong X di 1 dengan X = {Q;};ca-
Selanjutnya, dibentuk himpunan C = ;¢ Q;, maka jelas bahwa C € N sehingga C € ¥ dan C
merupakan batas bawah untuk K. Jadi, terbukti bahwa setiap rantai tak kosong di 1) memiliki batas
bawah di ¥. Oleh karena itu, berdasarkan Lemma Zorn terdapat elemen minimal Q terhadap relasi

inklusi. Berdasarkan Proposisi 9. maka diperoleh @ merupakan (R, S)-submodul kedua gabungan

sR,

di N dan diperoleh x € Q. Jadi, terbukti bahwa SW C Sec(rs)(N). Selanjutnya, diambil

(R, S)-submodul kedua gabungan Q di N. Berdasarkan Proposisi 6. maka X = M \ Q merupakan
sistem-m*, NUX = M, dan x € X untuk setiap x € Q. Jadi, diperoleh x € S(R'SW sehingga

terbukti bahwa Sec(z s)(N) € * VN. Jadi terbukti bahwa * VN = Sec(g.s)(N). m

4  Simpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan di atas diperoleh bahwa radikal kedua gabungan pada
(R, S)-modul didefinisikan sebagai nol atau jumlahan semua (R, S)-submodul kedua gabungan di
M, dinotasikan dengan Sec(g s)(M). Selain itu, didefinisikan sistem-m* sebagai himpunan tak
kosong X € M \ {0} yang memenuhi untuk setiap ideal A di R dan (R, S)-submodul K dan L di
M dengan (0:xn, A)UX =M dan A(KNL)SUX # M berakibat (K NL) UX # M. Telah
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ditunjukkan bahwa sistem-m* merupakan komplemen dari (R, S)-submodul kedua gabungan.

Lebih lanjut, jika diberikan (R, S)-submodul N di M maka didefinisikan * VN = 0 atau * VN
merupakan himpunan x € X dimana terdapat sistem-m* X sedemikian sehingga x € X dan N U
X = M. Terakhir, diperoleh hubungan antara sistem-m* dengan radikal kedua gabungan pada

(R, S)-modul yang menyatakan bahwa jika terdapat (R, S)-submodul kedua gabungan di N, maka

himpunan S(R'SW sama dengan radikal kedua gabungan pada (R, S)-modul.
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