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Abstrak 
Paper ini membahas tentang pendugaan parameter model regresi tak linier menggunakan metode 

Newton, Gauss-Newton, steepest descent, dan homotopi. Metode-metode tersebut tidak senantiasa dapat 
memberikan hasil sebagaimana yang diharapkan, sebab hasil yang diperoleh sangat bergantung pada nilai 
awal yang diberikan. Keberhasilan metode-metode tersebut juga tidak ditentukan oleh seberapa dekat nilai 
awal terhadap solusi yang diharapkan, tetapi lebih kepada berhingga atau tidaknya elemen-eleman matrik 
Jacobi dari hampiran sistem persamaan tak liniernya. Selanjutnya, nilai awal diperoleh dengan cara 
membangkitkan bilangan random pada rentang tertentu dan dipilih yang dapat menghasilkan matriks Jacobi 
dengan elemen-elemen berhingga. 
Kata Kunci: regresi tak linier, metode Newton, Gauss-Newton, steepest descent, homotopi. 
 

Abstract 
This paper discusses the estimation of nonlinear regression model parameters using Newton, Gauss-

Newton, steepest descent, and homotopy methods. These methods do not always produce the expected 
results because they depend on the given initial values. The success of these methods is not determined by 
the proximity of the initial value to the expected solution but determined by whether the elements of the 
Jacobian matrix obtained from the approximation of the system of nonlinear equations are finite or not. 
Furthermore, the initial value is obtained by generating random numbers in a specific range and selecting 
a Jacobian matrix with finite elements. 
Keywords: non-linear regression, Newton method, Gauss-Newton, steepest descent, homotopy.
  

1 Pendahuluan 

Persamaan regresi secara umum dapat dituliskan sebagai 

𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥;𝜃𝜃) + 𝜖𝜖 (1) 

dengan 𝑦𝑦 merupakan variabel respon dari data 𝑥𝑥 = (𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑚𝑚), sedangkan 𝜃𝜃 = �𝜃𝜃1, … ,𝜃𝜃𝑝𝑝�  

adalah parameter-parameter regresi yang harus ditentukan. Fungsi 𝑓𝑓 dalam persamaan (1) disebut 

sebagai fungsi regresi, dan dikatakan linier jika 𝑓𝑓 linier terhadap 𝜃𝜃  dan taklinier jika sebaliknya. 

Pembahasan terkait pendugaan parameter model linier sudah dianggap cukup lengkap dan tidak 
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terlalu ada masalah lagi, sebaliknya untuk model taklinier masih banyak masalah yang belum dapat 

diselesaikan [1]. 

Masalah utama dalam metode-metode penyelesaian tak linier adalah bagaimana memilih 

nilai tebakan awal yang baik untuk suatu iterasi. Nilai awal yang sudah ditentukan dapat 

menyebabkan iterasi akhir menjauhi atau mendekati solusi yang diharapkan. Nilai awal dengan 

iterasi akhir mendekati solusi merupakan masalah yang masih terbuka untuk diteliti sampai saat 

ini [2]. 

Untuk fungsi dengan satu peubah, pemilihan nilai awal dapat dilakukan dengan cara 

menggambar fungsinya terlebih dahulu, kemudian dapat diperkirakan secara grafik letak akar atau 

solusinya, tetapi untuk fungsi dengan lebih dari dua peubah, hal ini sulit untuk dilakukan. Beberapa 

penulis menyarankan penggunaan metode steepest descent, homotopi, atau metode-metode 

dengan tingkat konvergensi rendah lainnya sebagai metode awal untuk memilih tebakan awal  [2], 

[3].  Metode-metode dengan tingkat konvergensi rendah dikenal lambat dalam mendekati solusi, 

tetapi dapat memberikan hasil yang baik meskipun nilai tebakan awal yang diberikan cukup jauh 

dari solusi sebenarnya  [4]. 

Metode Newton dan Gauss-Newton adalah metode-metode iterasi yang juga membutuhkan 

nilai tebakan awal untuk memulai iterasi. Kedua metode sama-sama menggunakan deret Taylor 

sebagai pendekatan terhadap fungsi regresinya. Perbedaan antara keduanya terletak pada 

bagaimana pendekatan linier dilakukan terhadap fungsi regresinya. Pada metode Gauss-Newton, 

pendekatan linier terhadap fungsi dilakukan di awal, yaitu dengan mengubah fungsi regresinya 

dengan fungsi pendekatan linier menggunakan deret Taylor  [4], [5]. Sedangkan pada metode 

Newton, pendekatan linier dilakukan pada penyelesaian sistem yang diperoleh dari proses 

meminimalkan jumlah kuadrat eror model regresinya [6]. 

Dalam pembahasan, terlebih dahulu akan diberikan contoh-contoh pendugaan model regresi 

tak linier dengan dua parameter menggunakan metode Newton dan metode Gauss-Newton. 

Beberapa nilai awal akan di uji cobakan ke dalam metode-metode pendugaan parameter tersebut 

dan hasilnya akan disajikan dalam bentuk tabel. Kemudian pada percobaan selanjutnya, nilai-nilai 

tebakan awal yang gagal mendekati solusi sebenarnya akan dipakai sebagai tebakan awal dalam 

metode steepest descent maupun metode homotopi untuk menyelesaikan sistem persamaan tak 

liniernya, dan berikutnya parameter-parameter yang diperoleh dari metode stepest descent akan 

digunakan lagi sebagai tebakan awal baik untuk metode Newton maupun metode Gauss-Newton. 

 



157  

 

Mohammad Jamhuri, Subiono 

2 Metode Penelitian 
Bagian ini menjelaskan tentang teori yang akan digunakan, beserta langkah-langkah dalam 

melakukan pembahasan. Juga akan disajikan algoritma metode Newton, metode Gauss-Newton, 

metode steepest descent, dan metode homotopi untuk penyelesaian sistem persamaan tak linier. 

2.1  Regresi Tak Linier 

Jika diberikan data berpasangan {(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1), … , (𝑥𝑥𝑚𝑚,𝑦𝑦𝑚𝑚)}, model empiris untuk data ini dapat 

dinyatakan ke dalam bentuk model regresi dengan dua parameter berikut [4]: 

𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥;𝜃𝜃1, 𝜃𝜃2) + 𝜖𝜖 (2) 

Hubungan antara data 𝑥𝑥𝑖𝑖 dan 𝑦𝑦𝑖𝑖 dapat dituliskan sebagai 

𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖;𝜃𝜃1, 𝜃𝜃2) + 𝜖𝜖𝑖𝑖 (3) 

dengan 𝜖𝜖𝑖𝑖 adalah residu dari hasil pendugaan model dengan data ke-𝑖𝑖, sedangkan  𝜃𝜃1 dan 𝜃𝜃2 adalah 

parameter-parameter tak diketahui yang harus diestimasi atau diduga. Persamaan (2) dikatakan 

sebagai regresi linier jika fungsi 𝑓𝑓 linier terhadap 𝜃𝜃1 dan 𝜃𝜃2, dan disebut regresi tak linier jika 

fungsi 𝑓𝑓 tak linier terhadap 𝜃𝜃1 dan 𝜃𝜃2. Berdasarkan Persamaan (2), dapat didefinisikan jumlah 

error kuadrat sebagai berikut 

𝑠𝑠(𝜃𝜃1,𝜃𝜃2) = �[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2)]2
𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

 (4) 

Untuk meminimalkan jumlah error kuadrat, Persamaan (4) diturunkan terhadap 𝜃𝜃1 dan 𝜃𝜃2, 

sehingga diperoleh 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃1

= −2�[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2)]
𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝜃𝜃1,𝜃𝜃2)
𝜕𝜕𝜃𝜃1

 
(5) 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃2

= −2�[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2)]
𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝜃𝜃1,𝜃𝜃2)
𝜕𝜕𝜃𝜃2

  
(6) 

dengan 𝜕𝜕𝜕𝜕/𝜕𝜕𝜃𝜃1 dan 𝜕𝜕𝜕𝜕/𝜕𝜕𝜃𝜃2 secara berturut-turut menyatakan turunan 𝑓𝑓 terhadap 𝜃𝜃1 dan turunan 

𝑓𝑓 terhadap 𝜃𝜃2. Persamaan (4) minimum jika nilai 𝜃𝜃1 dan 𝜃𝜃2 memenuhi persamaan berikut  

�[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2)]
𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝜃𝜃1,𝜃𝜃2)
𝜕𝜕𝜃𝜃1

= 0 

�[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2)]
𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝜃𝜃1,𝜃𝜃2)
𝜕𝜕𝜃𝜃2

= 0. 

(7) 

Nilai 𝜃𝜃1 dan 𝜃𝜃2 pada Persamaan (7) dapat diperoleh dengan menyelesaikan sistem persamaan 

tersebut secara simultan. Karena sistem Persamaan (7) tak linier, maka untuk menentukan 𝜃𝜃1 dan 
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𝜃𝜃2 dapat digunakan cara-cara penyelesaian sistem persamaan taklinier, diantaranya dengan metode 

Newton, metode Gauss-Newton, metode steepest descent, atau metode homotopi. Sistem 

Persamaan (7) dapat ditulis secara ringkas menjadi 

𝐹𝐹1(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2) = 0 

𝐹𝐹2(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖,𝜃𝜃1,𝜃𝜃2) = 0 
(8) 

dengan 

𝐹𝐹1(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2) = �[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2)]
𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝜃𝜃1,𝜃𝜃2)
𝜕𝜕𝜃𝜃1

 

dan 

𝐹𝐹2(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2) = �[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2)]
𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝜃𝜃1,𝜃𝜃2)
𝜕𝜕𝜃𝜃2

. 

Matrik Jacobian dari 𝐹𝐹1(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2) dan 𝐹𝐹2(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1, 𝜃𝜃2) sangat penting dalam melakukan 

perhitungan iterasi pada metode Newton, yaitu 

𝐽𝐽 = �
𝐹𝐹1𝜃𝜃1 𝐹𝐹1𝜃𝜃2
𝐹𝐹2𝜃𝜃1 𝐹𝐹2𝜃𝜃2

� (9) 

dengan 𝐹𝐹1𝜃𝜃𝑗𝑗 = 𝜕𝜕𝐹𝐹1
𝜕𝜕𝜃𝜃𝑗𝑗

 dan 𝐹𝐹2𝜃𝜃𝑗𝑗 = 𝜕𝜕𝐹𝐹2
𝜕𝜕𝜃𝜃𝑗𝑗

,  𝑗𝑗 = 1,2. 

 

2.2 Metode Newton 

Metode Newton untuk penyelesaian sistem persamaan tak linier sebagaimana yang terdapat 

dalam [2] dapat dinyatakan dalam bentuk algoritma berikut: 

Algoritma 1. Metode Newton untuk Penyelesaian Sistem Persamaan 

Metode Newton digunakan untuk mencari solusi dari sistem persamaan tak linier 𝑭𝑭(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎 dengan 
nilai awal  𝒙𝒙𝟎𝟎 = �𝒙𝒙𝟏𝟏𝟎𝟎, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏𝟎𝟎�, dimana 𝒙𝒙 = (𝒙𝒙𝟏𝟏, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏) dan 𝑭𝑭 = �𝒇𝒇𝟏𝟏(𝒙𝒙), … ,𝒇𝒇𝒏𝒏(𝒙𝒙)�. 
     
Input nilai awal 𝒙𝒙𝟎𝟎 = �𝒙𝒙𝟏𝟏𝟎𝟎, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏𝟎𝟎�; toleransi TOL; banyak iterasi maksimal 𝑁𝑁. 
Output Solusi aproksimasi 𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) atau pesan bahwa toleransi TOL sudah dilampaui. 
  
Step 1 Atur 𝑘𝑘 = 1. 
Step 2 While (𝑘𝑘 ≤ 𝑁𝑁) lakukan step 3-5. 
 Step 3 Hitung 

𝒙𝒙𝑘𝑘 = 𝒙𝒙𝑘𝑘−1 − �𝑱𝑱�𝒙𝒙𝑘𝑘−1��−1𝑭𝑭�𝒙𝒙𝑘𝑘−1� 
dengan 𝑱𝑱 adalah matriks jacobian dari fungsi 𝑭𝑭. 

 Step 4 Jika �𝒙𝒙𝑘𝑘 − 𝒙𝒙𝑘𝑘−1� < 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇 maka OUTPUT(𝒙𝒙) 
  Prosedur berhasil 
  Stop 
 Step 5 Atur 𝑘𝑘 = 𝑘𝑘 + 1 
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Step 6 OUTPUT(‘iterasi maksimal sudah dilampaui’); 
 (prosedur tidak menghasilkan solusi yang diharapkan) 

2.3 Metode Gauss-Newton 

Metode Gauss-Newton untuk pendugaan parameter model regresi tak linier (2) sebagaimana 

yang terdapat dalam [7] dapat diperoleh dengan melakukan pelinieran terhadap fungsi 𝑓𝑓 

berdasarkan dalam [4] menjadi: 

𝑓𝑓𝑘𝑘�𝑥𝑥;𝜃𝜃1𝑘𝑘 ,𝜃𝜃2𝑘𝑘� ≈ 𝑓𝑓𝑘𝑘−1�𝑥𝑥;𝜃𝜃1𝑘𝑘−1,𝜃𝜃2𝑘𝑘−1� + �𝑓𝑓𝜃𝜃1
𝑘𝑘−1�𝑥𝑥;𝜃𝜃1𝑘𝑘−1,𝜃𝜃2𝑘𝑘−1���𝜃𝜃1𝑘𝑘 − 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1�

+ �𝑓𝑓𝜃𝜃2
𝑘𝑘−1�𝑥𝑥;𝜃𝜃1𝑘𝑘−1,𝜃𝜃2𝑘𝑘−1���𝜃𝜃2𝑘𝑘 − 𝜃𝜃2𝑘𝑘−1�, 𝑘𝑘 = 1,2, … 

(10) 

fungsi 𝑓𝑓𝜃𝜃1
𝑘𝑘−1, 𝑓𝑓𝜃𝜃2

𝑘𝑘−1 pada Persamaan (10) adalah 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝜃𝜃1,𝜃𝜃2)
𝜕𝜕𝜃𝜃1

�
𝜃𝜃1=𝜃𝜃1𝑘𝑘−1

𝜃𝜃2=𝜃𝜃2𝑘𝑘−1

, dan        
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2)

𝜕𝜕𝜃𝜃2
�
𝜃𝜃1=𝜃𝜃1𝑘𝑘−1

𝜃𝜃2=𝜃𝜃2𝑘𝑘−1

. 

Berikutnya dengan mensubstitusikan bagian kanan dari (10) pada 𝑓𝑓 dalam Persamaan (2), 

diperoleh 

𝑦𝑦 = 𝑓𝑓𝑘𝑘−1�𝑥𝑥;𝜃𝜃1𝑘𝑘−1,𝜃𝜃2𝑘𝑘−1� + �𝑓𝑓𝜃𝜃1
𝑘𝑘−1�𝑥𝑥;𝜃𝜃1𝑘𝑘−1,𝜃𝜃2𝑘𝑘−1���𝜃𝜃1𝑘𝑘 − 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1�

+ �𝑓𝑓𝜃𝜃2
𝑘𝑘−1�𝑥𝑥;𝜃𝜃1𝑘𝑘−1,𝜃𝜃2𝑘𝑘−1���𝜃𝜃2𝑘𝑘 − 𝜃𝜃2𝑘𝑘−1� + 𝜖𝜖. 

(11) 

Jika setiap data ke-𝑖𝑖 disubstitusikan pada Persamaan (11) diperoleh 

𝑦𝑦1 = 𝑓𝑓𝑘𝑘−1�𝑥𝑥1;𝜃𝜃1𝑘𝑘−1,𝜃𝜃2𝑘𝑘−1� + �𝑓𝑓𝜃𝜃1
𝑘𝑘−1�𝑥𝑥1;𝜃𝜃1𝑘𝑘−1,𝜃𝜃2𝑘𝑘−1���𝜃𝜃1𝑘𝑘 − 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1�

+ �𝑓𝑓𝜃𝜃2
𝑘𝑘−1�𝑥𝑥1;𝜃𝜃1𝑘𝑘−1,𝜃𝜃2𝑘𝑘−1���𝜃𝜃2𝑘𝑘 − 𝜃𝜃2𝑘𝑘−1� + 𝜖𝜖1 

𝑦𝑦2 = 𝑓𝑓𝑘𝑘−1�𝑥𝑥2;𝜃𝜃1𝑘𝑘−1,𝜃𝜃2𝑘𝑘−1� + �𝑓𝑓𝜃𝜃1
𝑘𝑘−1�𝑥𝑥2;𝜃𝜃1𝑘𝑘−1,𝜃𝜃2𝑘𝑘−1���𝜃𝜃1𝑘𝑘 − 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1�

+ �𝑓𝑓𝜃𝜃2
𝑘𝑘−1�𝑥𝑥2;𝜃𝜃1𝑘𝑘−1,𝜃𝜃2𝑘𝑘−1���𝜃𝜃2𝑘𝑘 − 𝜃𝜃2𝑘𝑘−1� + 𝜖𝜖2 

⋮ 

𝑦𝑦𝑚𝑚 = 𝑓𝑓𝑘𝑘−1�𝑥𝑥𝑚𝑚;𝜃𝜃1𝑘𝑘−1,𝜃𝜃2𝑘𝑘−1� + �𝑓𝑓𝜃𝜃1
𝑘𝑘−1�𝑥𝑥𝑚𝑚;𝜃𝜃1𝑘𝑘−1,𝜃𝜃2𝑘𝑘−1���𝜃𝜃1𝑘𝑘 − 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1�

+ �𝑓𝑓𝜃𝜃2
𝑘𝑘−1�𝑥𝑥𝑚𝑚;𝜃𝜃1𝑘𝑘−1,𝜃𝜃2𝑘𝑘−1���𝜃𝜃2𝑘𝑘 − 𝜃𝜃2𝑘𝑘−1� + 𝜖𝜖𝑚𝑚 

(12) 

Selanjutnya untuk meringkas penulisan, masing-masing 𝑓𝑓𝑘𝑘−1�𝑥𝑥𝑖𝑖;𝜃𝜃1𝑘𝑘−1,𝜃𝜃2𝑘𝑘−1�,

𝑓𝑓𝜃𝜃1
𝑘𝑘−1�𝑥𝑥𝑚𝑚;𝜃𝜃1𝑘𝑘−1,𝜃𝜃2𝑘𝑘−1� dan 𝑓𝑓𝜃𝜃2

𝑘𝑘−1�𝑥𝑥𝑚𝑚;𝜃𝜃1𝑘𝑘−1,𝜃𝜃2𝑘𝑘−1� ditulis sebagai 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑘𝑘−1, 𝑓𝑓𝜃𝜃1,𝑖𝑖
𝑘𝑘−1 dan 𝑓𝑓𝜃𝜃2,𝑖𝑖

𝑘𝑘−1, 𝑖𝑖 =

1, … ,𝑚𝑚. Sehingga sistem Persamaan (12) bisa dituliskan menjadi 

�

𝑦𝑦1
𝑦𝑦2
⋮
𝑦𝑦𝑚𝑚

� =

⎣
⎢
⎢
⎡𝑓𝑓1

𝑘𝑘−1

𝑓𝑓2𝑘𝑘−1
⋮

𝑓𝑓𝑚𝑚𝑘𝑘−1⎦
⎥
⎥
⎤

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡𝑓𝑓𝜃𝜃1,1

𝑘𝑘−1 𝑓𝑓𝜃𝜃2,1
𝑘𝑘−1

𝑓𝑓𝜃𝜃1,2
𝑘𝑘−1 𝑓𝑓𝜃𝜃2,2

𝑘𝑘−1

⋮ ⋮
𝑓𝑓𝜃𝜃1,𝑚𝑚
𝑘𝑘−1 𝑓𝑓𝜃𝜃2,𝑚𝑚

𝑘𝑘−1⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
�𝜃𝜃1

𝑘𝑘 − 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1

𝜃𝜃2𝑘𝑘 − 𝜃𝜃2𝑘𝑘−1
� + �

𝜖𝜖1
𝜖𝜖2
⋮
𝜖𝜖𝑚𝑚

�, (13) 

atau 
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�

𝜖𝜖1
𝜖𝜖2
⋮
𝜖𝜖𝑚𝑚

� = �

𝑦𝑦1
𝑦𝑦2
⋮
𝑦𝑦𝑚𝑚

� −

⎣
⎢
⎢
⎡𝑓𝑓1

𝑘𝑘−1

𝑓𝑓2𝑘𝑘−1
⋮

𝑓𝑓𝑚𝑚𝑘𝑘−1⎦
⎥
⎥
⎤
−

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡𝑓𝑓𝜃𝜃1,1

𝑘𝑘−1 𝑓𝑓𝜃𝜃2,1
𝑘𝑘−1

𝑓𝑓𝜃𝜃1,2
𝑘𝑘−1 𝑓𝑓𝜃𝜃2,2

𝑘𝑘−1

⋮ ⋮
𝑓𝑓𝜃𝜃1,𝑚𝑚
𝑘𝑘−1 𝑓𝑓𝜃𝜃2,𝑚𝑚

𝑘𝑘−1⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
�𝜃𝜃1

𝑘𝑘 − 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1

𝜃𝜃2𝑘𝑘 − 𝜃𝜃2𝑘𝑘−1
�, (14) 

Persamaan (14) bisa ditulis ulang menjadi 

�

𝜖𝜖1
𝜖𝜖2
⋮
𝜖𝜖𝑚𝑚

� =

⎣
⎢
⎢
⎡𝑦𝑦1 − 𝑓𝑓1𝑘𝑘−1

𝑦𝑦1 − 𝑓𝑓2𝑘𝑘−1
⋮

𝑦𝑦1 − 𝑓𝑓𝑚𝑚𝑘𝑘−1⎦
⎥
⎥
⎤
−

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡𝑓𝑓𝜃𝜃1,1

𝑘𝑘−1 𝑓𝑓𝜃𝜃2,1
𝑘𝑘−1

𝑓𝑓𝜃𝜃1,2
𝑘𝑘−1 𝑓𝑓𝜃𝜃2,2

𝑘𝑘−1

⋮ ⋮
𝑓𝑓𝜃𝜃1,𝑚𝑚
𝑘𝑘−1 𝑓𝑓𝜃𝜃2,𝑚𝑚

𝑘𝑘−1⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
�𝜃𝜃1

𝑘𝑘

𝜃𝜃2𝑘𝑘
� +

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡𝑓𝑓𝜃𝜃1,1

𝑘𝑘−1 𝑓𝑓𝜃𝜃2,1
𝑘𝑘−1

𝑓𝑓𝜃𝜃1,2
𝑘𝑘−1 𝑓𝑓𝜃𝜃2,2

𝑘𝑘−1

⋮ ⋮
𝑓𝑓𝜃𝜃1,𝑚𝑚
𝑘𝑘−1 𝑓𝑓𝜃𝜃2,𝑚𝑚

𝑘𝑘−1⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
�𝜃𝜃1

𝑘𝑘−1

𝜃𝜃2𝑘𝑘−1
�. (15) 

Dengan memisalkan 

𝐸𝐸 = �

𝜖𝜖1
𝜖𝜖2
⋮
𝜖𝜖𝑚𝑚

� ,   𝐶𝐶 =

⎣
⎢
⎢
⎡𝑦𝑦1 − 𝑓𝑓1𝑘𝑘−1

𝑦𝑦2 − 𝑓𝑓2𝑘𝑘−1
⋮

𝑦𝑦𝑚𝑚 − 𝑓𝑓𝑚𝑚𝑘𝑘−1⎦
⎥
⎥
⎤

,   𝐴𝐴 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡𝑓𝑓𝜃𝜃1,1

𝑘𝑘−1 𝑓𝑓𝜃𝜃2,1
𝑘𝑘−1

𝑓𝑓𝜃𝜃1,2
𝑘𝑘−1 𝑓𝑓𝜃𝜃2,2

𝑘𝑘−1

⋮ ⋮
𝑓𝑓𝜃𝜃1,𝑚𝑚
𝑘𝑘−1 𝑓𝑓𝜃𝜃2,𝑚𝑚

𝑘𝑘−1⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
,   Θ𝑘𝑘 = �𝜃𝜃1

𝑘𝑘

𝜃𝜃2𝑘𝑘
� ,   Θ𝑘𝑘−1 = �𝜃𝜃1

𝑘𝑘−1

𝜃𝜃2𝑘𝑘−1
�, (16) 

di dapat 

𝐸𝐸 = 𝐵𝐵 − 𝐴𝐴Θ𝑘𝑘 , dengan  𝐵𝐵 = 𝐶𝐶 + 𝐴𝐴Θ𝑘𝑘−1. (17) 

Persamaan (17) minimum jika 

‖𝐸𝐸‖ = ‖𝐵𝐵 − AΘ𝑘𝑘‖ (18) 

Persamaan (18) juga minimum, proses ini membawa pada solusi masalah kuadrat terkecil dari 

(𝐵𝐵 − 𝐴𝐴Θ𝑘𝑘 = 𝟎𝟎) [8], yaitu 

Θ𝑘𝑘 = [𝐴𝐴′𝐴𝐴]−1[𝐴𝐴′𝐵𝐵], (19) 

dimana 𝐴𝐴′ adalah transpose dari 𝐴𝐴. 

Untuk memperoleh Θ𝑘𝑘 yang optimal, perhitungan Persamaan (19) dilakukan secara 

berulang, sampai kondisi pada persamaan (20) berikut terpenuhi 

‖Θ𝑘𝑘 − Θ𝑘𝑘−1‖ ≤ 𝜀𝜀 (20) 

dengan 𝜀𝜀 adalah batas toleransi yang diberikan. 

Algoritma 2. Metode Gauss-Newton untuk Pendugaan Parameter Regresi Tak Linier 

Menduga parameter 𝜽𝜽𝟏𝟏 dan 𝜽𝜽𝟐𝟐 untuk persamaan regresi tak linier 𝒚𝒚 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙;𝜽𝜽𝟏𝟏,𝜽𝜽𝟐𝟐). 
     
Input Nilai awal (𝜃𝜃10,𝜃𝜃20), data (𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑖𝑖), banyak data 𝑚𝑚; toleransi TOL; banyak iterasi maksimal 

𝑁𝑁. 
Output Parameter  aproksimasi (𝜃𝜃1,𝜃𝜃2) atau pesan bahwa banyak iterasi maksimal sudah 

dilampaui. 
  
Step 1 Atur 𝑘𝑘 = 2  
Step 2 while 𝑘𝑘 ≤ 𝑁𝑁 lakukan step 3-6 berikut 
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 Step 3 Hitung 𝐴𝐴 dan 𝐵𝐵 sebagaimana yang telah didefinisikan pada Persamaan (16) dan 
(17).  

 Step 4 Hitung Θ𝑘𝑘 = [𝐴𝐴′𝐴𝐴]−1𝐴𝐴′𝐵𝐵 
 Step 5 Jika �Θ𝑘𝑘 − Θ𝑘𝑘−1� ≤ 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇 maka 
   Hentikan iterasi 
   Output (𝜃𝜃1,𝜃𝜃2) 
   Stop 
 Step 6 Atur 𝑘𝑘 = 𝑘𝑘 + 1 
Step 7 output (‘maksimum iterasi telah dicapai’) 
 (prosedur tidak menghasilkan solusi yang diharapkan) 
 stop 

2.4 Metode steepest descent 

Metode steepest descent untuk penyelesaian sistem Persamaan (8) sebagaimana yang 

terdapat dalam [2] dapat dinyatakan dalam bentuk algoritma berikut: 

Algoritma 3. Metode Steepest Descent 

Metode ini digunakan untuk mencari nilai hampiran 𝒑𝒑 pada masalah meminimalkan 
𝑔𝑔(𝑝𝑝) = min

𝑥𝑥∈ℝ𝑛𝑛
𝑔𝑔(𝑥𝑥)  

Dengan 𝒈𝒈(𝒙𝒙) = 𝒇𝒇𝟏𝟏𝟐𝟐 + ⋯+ 𝒇𝒇𝒏𝒏𝟐𝟐 nilai awal 𝒙𝒙𝟎𝟎. 
 
Input Banyaknya peubah (𝑛𝑛); nilai tebakan awal 𝑥𝑥 = (𝑥𝑥10, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛0)′; batas toleransi kesalahan TOL; 

banyaknya iterasi maksimal 𝑁𝑁. 
Output Solusi aproksimasi 𝑥𝑥 = (𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)′ atau pesan kesalahan. 
       
Step 1 Atur 𝑘𝑘 = 1 
Step 2 while (𝑘𝑘 ≤ 𝑁𝑁) lakukan step 3-15: 
 Step 3 atur 𝑔𝑔1 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) 
  𝑧𝑧 = ‖∇𝑔𝑔(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)‖2  
 Step 4 Jika 𝑧𝑧0 = 0 maka Output(‘Zero gradient’) 
  Output (𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑔𝑔1) 
  Stop 
 Step 5 Atur 𝑧𝑧 = 𝑧𝑧/𝑧𝑧0 
  𝛼𝛼1 = 0  
  𝛼𝛼2 = 0  
  𝛼𝛼3 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥 − 𝛼𝛼3𝑧𝑧)  
 Step 6 While (𝑔𝑔3 ≥ 𝑔𝑔1) lakukan step 7 dan 8 
  Step 7 Atur 𝛼𝛼3 = 𝛼𝛼3/2 
   𝑔𝑔3 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥 − 𝛼𝛼3𝑧𝑧)  
  Step 8 If 𝛼𝛼3 < 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇

2
  maka 

    Output(‘tidak ada perbaikan’) 
    Output (𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑔𝑔1) 
    Stop 
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 Step 9 Atur 𝛼𝛼2 = 𝛼𝛼3
2

 
  𝑔𝑔2 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥 − 𝛼𝛼2𝑧𝑧)  
 Step 10 Atur ℎ1 = 𝑔𝑔2−𝑔𝑔1

𝛼𝛼2
 

  ℎ2 = 𝑔𝑔3−𝑔𝑔2
𝛼𝛼3−𝛼𝛼2

  

  ℎ3 = ℎ2−ℎ1
𝛼𝛼3

  

  (Catatan: Metode Newton divided difference digunakan untuk menentukan 
interpolasi kuadratik 𝑃𝑃(𝛼𝛼) = 𝑔𝑔1 + ℎ1𝛼𝛼 + ℎ3𝛼𝛼(𝛼𝛼 − 𝛼𝛼2) yang menginterpolasi 
ℎ(𝛼𝛼) pada 𝛼𝛼 = 0,𝛼𝛼 = 𝛼𝛼2,𝛼𝛼 = 𝛼𝛼3.)  

 Step 11 Atur 𝛼𝛼0 = 0.5 �𝛼𝛼2 −
ℎ1
ℎ3
� 

  𝑔𝑔0 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥 − 𝛼𝛼0𝑧𝑧)  
 Step 12 tentukan 𝛼𝛼 dari {𝛼𝛼0,𝛼𝛼3} so that 𝑔𝑔 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥 − 𝛼𝛼𝛼𝛼) = min{𝑔𝑔0,𝑔𝑔3} 
 Step 13 atur 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 − 𝛼𝛼𝛼𝛼 
 Step 14 jika |𝑔𝑔 − 𝑔𝑔1| < 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇 maka 
   Output (𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑔𝑔) 
   Stop 
 Step 15 Atur 𝑘𝑘 = 𝑘𝑘 + 1 
Step 16 output (‘maksimum iterasi telah dicapai’) 
 Prosedur tidak sukses alias gagal 
 stop 

2.5 Metode Homotopi 

Metode homotopi untuk penyelesaian sistem persamaan tak linier (8) sebagaimana yang 

terdapat dalam [2] dapat dinyatakan dalam bentuk algoritma berikut: 

Algoritma 4. Metode Homotopi 

Tujuan untuk mencari solusi hampiran dari system persamaan taklinier 𝑭𝑭(𝚯𝚯) = 𝟎𝟎 dengan 𝑭𝑭 = (𝑭𝑭𝟏𝟏,𝑭𝑭𝟐𝟐) 
dan 𝚯𝚯 = (𝜽𝜽𝟏𝟏,𝜽𝜽𝟐𝟐) nilai tebakan awal 𝚯𝚯𝟎𝟎 = �𝜽𝜽𝟏𝟏𝟎𝟎,𝜽𝜽𝟐𝟐𝟎𝟎�. 
 
Input nilai awal 𝚯𝚯𝟎𝟎 = �𝜽𝜽𝟏𝟏𝟎𝟎,𝜽𝜽𝟐𝟐𝟎𝟎�. 
output Solusi aproksimasi 𝚯𝚯 = (𝜽𝜽𝟏𝟏,𝜽𝜽𝟐𝟐) 
     
Step 1 Atur ℎ = 1

𝑁𝑁
, dengan 𝑁𝑁 adalah bilangan bulat positif sehingga  0 < ℎ < 1. 

 𝑏𝑏 = −ℎ𝐹𝐹(Θ)  
Step 2 untuk 𝑖𝑖 = 0,1, … , (𝑁𝑁 − 1) lakukan Langkah 3-7, yaitu 
 Step 3 

atur 𝐴𝐴 = 𝐽𝐽 ��
𝜃𝜃1𝑖𝑖

𝜃𝜃2𝑖𝑖
�� 

  selesaikan system linier 𝐴𝐴𝑘𝑘1 = 𝑏𝑏 
 Step 4 

atur 𝐴𝐴 = 𝐽𝐽 ��
𝜃𝜃1𝑖𝑖

𝜃𝜃2𝑖𝑖
� + 1

2
𝑘𝑘1� 

  selesaikan system linier 𝐴𝐴𝑘𝑘2 = 𝑏𝑏 
 Step 5 

atur 𝐴𝐴 = 𝐽𝐽 ��
𝜃𝜃1𝑖𝑖

𝜃𝜃2𝑖𝑖
� + 1

2
𝑘𝑘2� 
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  selesaikan system linier 𝐴𝐴𝑘𝑘3 = 𝑏𝑏 
 Step 6 

atur 𝐴𝐴 = 𝐽𝐽 ��
𝜃𝜃1𝑖𝑖

𝜃𝜃2𝑖𝑖
� + 𝑘𝑘3� 

  selesaikan system linier 𝐴𝐴𝑘𝑘4 = 𝑏𝑏 
 Step 7 

atur �𝜃𝜃1
𝑖𝑖+1

𝜃𝜃2𝑖𝑖+1
� = �𝜃𝜃1

𝑖𝑖

𝜃𝜃2𝑖𝑖
�+ 𝑘𝑘1+2𝑘𝑘2+2𝑘𝑘3+𝑘𝑘4

6
 

Step 8 output (𝜃𝜃1,𝜃𝜃2) 
 stop 

 

3 Diskusi dan Pembahasan  
Pada bagian ini dibahas penerapan metode-metode penyelesaian sistem persamaan taklinier 

(8) untuk menentukan parameter dari model regresi tak linier (2). 

3.1 Percobaan 1 

Sebagai contoh, akan dilakukan pendugaan parameter 𝜃𝜃1 dan 𝜃𝜃2 dari model regresi taklinier 

berikut 

𝑓𝑓(𝑥𝑥;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2) = 𝜃𝜃1�1 − 𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑥𝑥� (21) 

menggunakan data pada Tabel 1 berikut: 

Tabel 1. Data hasil observasi  

𝒙𝒙 0.25 0.75 1.25 1.75 2.25 

𝒚𝒚 0.28 0.57 0.68 0.74 0.79 

serta nilai awal untuk parameter 𝜃𝜃10 dan 𝜃𝜃20 (sumber: [4]). 

Untuk melakukan pendugaan parameter model regresi tak linier (21) menggunakan 

Algoritma 1 (metode Newton), Algoritma 3 (metode steepest descent), Algoritma 4 (metode 

homotopi), terlebih dahulu didefinisikan jumlah error kuadrat berikut 

𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2) = ��𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝜃𝜃1�1 − 𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑥𝑥𝑖𝑖��
5

𝑖𝑖=1

. (22) 

Agar 𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1, 𝜃𝜃2) minimum, dapat  dikonstruksi sistem persamaan tak linier 

𝐹𝐹1(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2) = 0 

𝐹𝐹2(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2) = 0 
(23) 

dengan 

𝐹𝐹1(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2) =
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2)

𝜕𝜕𝜃𝜃1
, 𝐹𝐹2(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1, 𝜃𝜃2) =

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1, 𝜃𝜃2)
𝜕𝜕𝜃𝜃2

  

Selanjutnya parameter 𝜃𝜃1 dan 𝜃𝜃2 yang memenuhi sistem Persamaan (21) dapat dihitung 

menggunakan Algoritma 1, Algoritma 3, dan Algoritma 4. 
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Untuk menentukan parameter 𝜃𝜃1 dan 𝜃𝜃2 menggunakan Algoritma (Gauss-Newton), 

dilakukan pelinieran Persamaan (21) sebagaimana pada Persamaan (10), sehingga diperoleh 

𝑓𝑓�𝑥𝑥;𝜃𝜃1𝑘𝑘 ,𝜃𝜃2𝑘𝑘� ≈ 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1 �1 − 𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑘𝑘−1𝑥𝑥� + �1 − 𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑘𝑘−1� �𝜃𝜃1𝑘𝑘 − 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1�

+ 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑒𝑒−𝜃𝜃2
𝑘𝑘−1𝑥𝑥�𝜃𝜃2𝑘𝑘 − 𝜃𝜃2𝑘𝑘−1�. 

(24) 

Berdasarkan persamaan (16) dan (17) dapat dikonstruksi matriks 𝐴𝐴  dan 𝐶𝐶 berikut: 

𝐴𝐴 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡1 − 𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑘𝑘−1𝑥𝑥1 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑒𝑒−𝜃𝜃2

𝑘𝑘−1𝑥𝑥1

1 − 𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑘𝑘−1𝑥𝑥2 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑒𝑒−𝜃𝜃2
𝑘𝑘−1𝑥𝑥1

⋮ ⋮
1 − 𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑚𝑚 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑒𝑒−𝜃𝜃2

𝑘𝑘−1𝑥𝑥1⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

, 𝐶𝐶 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝑦𝑦1 − 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1 �1 − 𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑘𝑘−1𝑥𝑥1�

𝑦𝑦2 − 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1 �1 − 𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑘𝑘−1𝑥𝑥2�
⋮

𝑦𝑦𝑚𝑚 − 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1 �1 − 𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑚𝑚�⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

. (25) 

Selanjutnya parameter 𝜃𝜃1𝑘𝑘 dan 𝜃𝜃2𝑘𝑘 menggunakan persamaan (19). 

Berikut ini adalah tabel hasil pendugaan parameter  Persamaan (21) menggunakan data 

pada Tabel 1 dan beberapa nilai awal dengan batas toleransi 𝜖𝜖 = 1 × 10−8. 

Tabel 2. Konvergensi beberapa nilai awal dan metode pendugaan parameter terhadap solusi dari 
persamaan regresi (21). 

Percobaan Metode 
𝜃𝜃1,0 𝜃𝜃2,0 Newton Gauss-

Newton 
Steepest 
Descent 

Homotopi 

1 1 1 sukses sukses sukses sukses 
2 1 2 sukses sukses sukses gagal 
3 1 3 gagal sukses sukses gagal 
4 2 1 gagal sukses sukses sukses 
5 2 2 sukses sukses sukses gagal 
6 2 3 gagal sukses sukses gagal 
7 3 1 gagal sukses sukses sukses 
8 3 2 sukses sukses sukses sukses 
9 3 3 sukses sukses sukses sukses 

10 10 -10 gagal gagal sukses gagal 
11 -10 10 gagal gagal gagal gagal 
12 -100 100 gagal gagal gagal gagal 
13 100 -100 gagal gagal gagal gagal 

 

Adapun perbandingan antara model regresi hasil pendugaan dengan data hasil observasi yang 

optimum dapat dilihat pada gambar berikut: 
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Gambar 1. Perbandingan antara model regresi hasil pendugaan parameter dengan data hasil 

observasi 

3.2 Percobaan 2 

Pada bagian ini, akan dilakukan pendugaan parameter 𝜃𝜃1 dan 𝜃𝜃2 dari model regresi taklinier 

dengan 𝑓𝑓 berikut: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2) = 𝜃𝜃1𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑥𝑥 (26) 

menggunakan data pada Tabel 3 berikut: 

Tabel 3. Contoh data hasil observasi  

𝒙𝒙 1 2 3 4 5 6 

𝒚𝒚 10 5.49 0.89 -0.14 -1.07 0.84 

serta nilai awal untuk parameter 𝜃𝜃10 dan 𝜃𝜃20 (sumber: [7]). 

Untuk melakukan pendugaan parameter model regresi tak linier (26) menggunakan 

Algoritma 1 (metode Newton), Algoritma 3 (metode steepest descent), Algoritma 4 (metode 

homotopi), terlebih dahulu didefinisikan jumlah error kuadrat berikut 

𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2) = ��𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝜃𝜃1𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑥𝑥�
6

𝑖𝑖=1

. (27) 

Agar 𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1, 𝜃𝜃2) minimum, dapat konstruksi sistem persamaan tak linier 

𝐹𝐹1(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2) = 0 

𝐹𝐹2(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2) = 0 
(28) 

dengan 

𝐹𝐹1(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2) =
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1,𝜃𝜃2)

𝜕𝜕𝜃𝜃1
, 𝐹𝐹2(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1, 𝜃𝜃2) =

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑖𝑖;𝜃𝜃1, 𝜃𝜃2)
𝜕𝜕𝜃𝜃2
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Selanjutnya parameter 𝜃𝜃1 dan 𝜃𝜃2 yang memenuhi sistem Persamaan (27) dapat dihitung 

menggunakan Algoritma 1, Algoritma 3, dan Algoritma 4. 

Untuk menentukan parameter 𝜃𝜃1 dan 𝜃𝜃2 menggunakan Algoritma (Gauss-Newton), 

dilakukan pelinieran Persamaan (26) sebagaimana pada Persamaan (10), sehingga diperoleh 

𝑓𝑓�𝑥𝑥;𝜃𝜃1𝑘𝑘 ,𝜃𝜃2𝑘𝑘� ≈ 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1𝑒𝑒−𝜃𝜃2
𝑘𝑘−1𝑥𝑥 + 𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑘𝑘−1𝑥𝑥�𝜃𝜃1𝑘𝑘 − 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1� + 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑒𝑒−𝜃𝜃2

𝑘𝑘−1𝑥𝑥�𝜃𝜃2𝑘𝑘 − 𝜃𝜃2𝑘𝑘−1�. (29) 

Berdasarkan persamaan (16) dan (17) dapat dikonstruksi matriks 𝐴𝐴  dan 𝐶𝐶 berikut: 

𝐴𝐴 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡𝑒𝑒

−𝜃𝜃2𝑘𝑘−1𝑥𝑥1 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑒𝑒−𝜃𝜃2
𝑘𝑘−1𝑥𝑥1

𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑘𝑘−1𝑥𝑥2 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑒𝑒−𝜃𝜃2
𝑘𝑘−1𝑥𝑥2

⋮ ⋮
𝑒𝑒−𝜃𝜃2𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑚𝑚 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑒𝑒−𝜃𝜃2

𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑚𝑚⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

, 𝐶𝐶 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝑦𝑦1 − 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1𝑒𝑒−𝜃𝜃2

𝑘𝑘−1𝑥𝑥1

𝑦𝑦2 − 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1𝑒𝑒−𝜃𝜃2
𝑘𝑘−1𝑥𝑥2

⋮
𝑦𝑦𝑚𝑚 − 𝜃𝜃1𝑘𝑘−1𝑒𝑒−𝜃𝜃2

𝑘𝑘−1𝑥𝑥𝑚𝑚⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
. (30) 

Selanjutnya parameter 𝜃𝜃1𝑘𝑘 dan 𝜃𝜃2𝑘𝑘 menggunakan Persamaan (19). 

Berikut ini adalah tabel hasil pendugaan parameter  Persamaan (26) menggunakan data pada Tabel 

3 dan beberapa nilai awal dengan batas toleransi 𝜖𝜖 = 1 × 10−8. 

Tabel 4. Konvergensi beberapa nilai awal dan metode pendugaan parameter terhadap solusi 
persamaan regresi (26). 

Percobaan 
2 

Metode 
𝜃𝜃1,0 𝜃𝜃2,0 Newton Gauss-

Newton 
Steepest 
Descent 

Homotopi 

1 25 0.9 sukses sukses sukses sukses 
2 1 1 gagal gagal gagal gagal 
3 1 2 gagal gagal gagal gagal 
4 1 3 gagal gagal gagal gagal 
5 2 1 gagal gagal gagal gagal 
6 2 2 gagal gagal gagal gagal 
7 2 3 gagal gagal gagal gagal 
8 3 1 gagal gagal gagal gagal 
9 3 2 gagal gagal gagal gagal 

10 3 3 gagal gagal gagal gagal 
11 10 -10 gagal gagal gagal gagal 
12 -10 10 gagal gagal gagal gagal 
13 -100 100 gagal gagal gagal gagal 
14 100 -100 gagal gagal gagal Gagal 
15 0.1848 0.1848 sukses sukses sukses sukses 
16 0.8852 0.9133 Sukses Sukses Sukses Sukses 
17 0.9037 0.9037 Sukses Sukses Sukses Sukses 
18 0.4799 0.4799 Sukses Sukses Sukses Sukses 
19 0.1078 0.9063 Sukses Sukses Sukses Sukses 
20 -49.4456 0.0261 Sukses Sukses Sukses Sukses 
21 -110.3384 0.6503 sukses sukses sukses sukses 
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Pada percobaan ke-15 sampai ke-19, nilai awal dibangkitkan menggunakan bilangan random 

antara 0 sampai 1. Sedangkan pada percobaan ke-20 digunakan bilangan random antara -50 sampai 

50 dan pada percobaan ke-21 digunakan bilangan random antara -500 sampai 500. 

 

4 Simpulan 
Kesimpulan yang diperoleh dari beberapa kali percobaan yang telah dilakukan diatas adalah 

penggunaan metode iterasi, baik metode Newton maupun Gauss-Newton memerlukan tebakan 

awal yang baik agar solusi yang diharapkan bisa diperoleh. Tetapi bagaimana cara mendapatkan 

tebakan awal yang baik itu tidak mudah, karena sampai saat ini belum ada algoritma maupun 

metode yang bisa menentukan nilai tebakan awal yang baik. 

Konvergensi metode tidak bergantung pada jauh atau dekatnya nilai awal dengan solusi, 

tetapi bergantung pada nilai awal yang menyebabkan nilai-nilai pada  matrik Jacobi berhingga. 

Jika  nilai awal yang dipilih menyebabkan nilai-nilai pada matrik Jacobi tak berhingga, maka 

solusinya tidak ada.  
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