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Abstrak

Penelitian ini membahas tentang suatu cara yang belum pernah digunakan untuk mengkonstruksi
rumus suku ke-n barisan aritmetika bertingkat menggunakan interpolasi Lagrange. Rumus yang telah
didapat bisa dimanfaatkan untuk memperoleh suku ke-n dari barisan aritmetika bertingkat k, dengan syarat
diketahui sebanyak k + 1 suku dari barisan tersebut. Melalui beberapa contoh ternyata bahwa rumus suku

ke-n menggunakan interpolasi Lagrange, yaitu U,(lk) dapat digunakan untuk memperoleh nilai suku yang
diinginkan.
Kata Kunci: barisan bertingkat, aritmetika, interpolasi Lagrange

Abstract

This paper discusses about a method that has never been used to construct the nt™ term formula of
a multilevel arithmetic sequence using Lagrange's interpolation. The formula that has been obtained can
be utilized to find the n*™ term of a k-level arithmetic sequence by providing a number k + 1 terms of the
sequence. Through several examples, it turns out that the nt™ term formula using Lagrange interpolation,

namely U,(lk) can be used to obtain the desired term value.

Keywords: multilevel sequence, arithmetic, Lagrange interpolation

1 Pendahuluan

Salah satu cabang materi aljabar yang dipelajari di sekolah menengah pertama (SMP) dan
sekolah menengah atas (SMA) adalah barisan dan deret. Barisan didefinisikan sebagai susunan
bilangan yang mempunyai pola atau aturan tertentu antara satu bilangan dan bilangan lainnya [1],
sedangkan deret adalah jumlahan dari suku-suku suatu barisan. Dalam pembelajaran matematika
di SMP dan SMA, barisan yang umum dipelajari adalah barisan aritmetika dan geometri. Barisan
aritmetika adalah susunan bilangan yang mempunyai selisih atau beda yang sama di setiap dua
suku yang berurutan [2], sedangkan barisan geometri didefinisikan sebagai susunan bilangan yang

memiliki rasio atau perbandingan yang sama di setiap dua suku yang berurutan.
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Salah satu jenis barisan aritmetika yang umum dijumpai adalah barisan aritmetika
bertingkat. Barisan ini mempunyai prinsip yang hampir sama dengan barisan aritmetika.
Perbedaan dengan barisan aritmetika biasa adalah ketika beda atau selisih yang konstan di setiap
dua suku berurutan tidak langsung ditentukan. Mendapatkan suku ke-n (U,,) barisan aritmetika
bertingkat tidak bisa dilakukan dengan rumus U,, dari barisan aritmetika biasa. Beberapa rumus
U, barisan aritmetika bertingkat ini telah dibahas di [3] yaitu melalui pendekatan persamaan
polinomial dan segitiga Pascal.

Berdasarkan [3] untuk mendapatkan U, barisan aritmetika dapat dilakukan melalui
persamaan polinomial, maka salah satu metode numerik yang bisa dimanfaatkan adalah interpolasi
[4]. Interpolasi yang digunakan dalam penelitian ini untuk mengkonstruksi rumus U,, dari barisan
bertingkat k adalah interpolasi Lagrange. Pada umumnya, interpolasi ini mempunyai prinsip yang
sama dengan beberapa metode interpolasi lainnya, seperti Newton, Hermite, dan cubic spline
dengan memanfaatkan beberapa titik sampel untuk mendekati suatu hampiran nilai yang
diinginkan [4]. Interpolasi Lagrange telah dimanfaatkan untuk beberapa aplikasi diantaranya
adalah estimasi harga saham [5], peramalan HIV [6] dan peramalan jumlah penduduk [7]. Tujuan
dari penelitian ini adalah untuk mendapatkan rumus U, barisan aritmetika bertingkat k
menggunakan interpolasi Lagrange yang dapat dijadikan sebagai alternatif solusi untuk

mendapatkan nilai suku yang diinginkan.

2 Metode Penelitian
Bagian ini menjelaskan langkah-langkah pengerjaan tentang bagaimana mengkonstruksi

rumus U, dari barisan aritmetika bertingkat k menggunakan pendekatan interpolasi Lagrange.

Beberapa tahapan yang dilakukan adalah sebagai berikut:

o Pembahasan barisan aritmetika bertingkat.

Bagian ini berisi penjelasan tentang bentuk umum suatu barisan aritmetika bertingkat.
Selanjutnya, untuk memperjelas pengertian barisan aritmetika bertingkat diberikan beberapa
contoh.

° Menyajikan langkah-langkah untuk mendapatkan rumus barisan aritmetika bertingkat.
Pada bagian ini dibahas tentang bagaimana mendapatkan polinomial interpolasi untuk
mendekati nilai dari suatu fungsi pada sebuah titik melalui beberapa titik yang telah
diketahui. Pendekatan yang digunakan dalam penelitian ini adalah interpolasi Lagrange.
Berdasarkan interpolasi Lagrange, rumus U, barisan aritmetika bertingkat k dapat

dikonstruksi dan selanjutnya rumus yang diperoleh digunakan pada beberapa contoh kasus.
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o Penarikan kesimpulan.
Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan, bagian ini adalah bagian terakhir

dari paper yang berisi tentang kesimpulan dari penelitian yang dibahas.

3  Hasil dan Pembahasan
Bagian ini berisi tentang penjelasan dari barisan aritmetika bertingkat, interpolasi Lagrange
dan hasil penelitian yaitu rumus U,, dari barisan aritmetika bertingkat k beserta contoh-contoh
yang diselesaikan dengan rumus yang diperoleh menggunakan pendekatan interpolasi Lagrange.
3.1 Barisan Aritmetika Bertingkat
Penyebutan barisan ini digunakan ketika beda atau selisih dari barisan tersebut konstan pada
tingkat k, untuk k > 2. Pada dasarnya, barisan aritmetika sebagaimana yang diketahui
merupakan barisan aritmetika bertingkat 1, karena beda dari barisan tersebut konstan pada tingkat
ke-1. Sebelum membahas barisan aritmetika bertingkat k, terlebih dahulu dijelaskan kembali
tentang barisan aritmetika bertingkat yang paling sederhana yaitu barisan aritmetika. Diberikan
barisan bilangan sebagai berikut:
Uy, Uz, Uz, Up—q, Un (1
Barisan (1) disebut barisan aritmetika, jika barisan tersebut memenuhi syarat barisan aritmetika
yaitu
U —-U_,=b, i=23-,n, (2)
dalam (2), b dinamakan beda dari barisan aritmetika (1).
Contoh dari barisan aritmetika adalah sebagai berikut:
1,2,3,4,--- — barisan aritmetika dengan beda 1
20,15,10,5, -+ — barisan aritmetika dengan beda —5
Barisan aritmetika bertingkat k, k > 2 adalah barisan bilangan dimana beda dari setiap dua
suku yang berurutan tidak sama, tetapi pada tingkat ke-k beda dari setiap dua suku yang berurutan
konstan. Gambar 1 adalah salah satu contoh untuk mengilustrasikan barisan aritmetika bertingkat

2 dan 3.

U, 22, 35 %/L/Uv
I A
UUU vu

Gambar 1. Barisan aritmetika bertingkat 2 (kiri) dan aritmetika bertingkat 3 (kanan)
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Dari Gambar 1 dapat dilihat bahwa untuk barisan aritmetika bertingkat 2 dengan beda dari
barisan tersebut konstan sebesar 3, sedangkan untuk barisan aritmetika bertingkat 3, beda dari
barisan tersebut konstan sebesar 6. Selanjutnya, untuk mendapatkan rumus U,, barisan aritmetika
bertingkat k digunakan pendekatan interpolasi Lagrange.

3.2 Interpolasi Lagrange

Menentukan polinomial derajat satu yang melalui dua titik yang berbeda yaitu (xg, y,) dan
(x1,y1) sama halnya dengan mencari sebuah fungsi f dimana f(x,) =y, dan f(x;) = y;.
Mendapatkan polinomial f dengan memanfaatkan titik-titik interval yang diberikan dinamakan
interpolasi polinomial [4]. Selanjutnya, didefinisikan polinomial interpolasi Lagrange linier yang

melalui (x,, yo) dan (x4, y;) adalah sebagai berikut [4]:

Py(x) = Lo(x)f(xo) + Ly () f (1) (3)
dimana,
X — X X — Xp
Lo(x) = Fo—— dan L;(x) = = x Xo # Xq.

Ketika x = xy dan x = x;, maka
Lo(xo) = 1,Lo(x1) = 0,Ly(xp) = 0,dan Ly (x;) = 1,

yang mengakibatkan

Py(xo) =1 f(x0) + 0 f(x0) = f(xo) = o,
dan

Pi(x1) =0 f(x) +1-f(x1) = f(x1) =y
Hal ini menunjukkan bahwa polinomial P; pada Persamaan (3) adalah polinomial derajat satu
tunggal yang melalui (xg, yy) dan (x4, y;). Kemudian, untuk mendapatkan polinomial derajat dua
yang melalui tiga titik yang berbeda yaitu (xg,y,), (x1,¥1) dan (x,,y,) dimana x, # x; # x,,
polinomial interpolasi Lagrange dapat didefinisikan sebagai berikut:

Py (x) = Lo(x)f (o) + Ly () f (1) + Lo (x) f (x2) 4)

Agar memenuhi P, (xo) = f(xo) = ¥, P2(x1) = f(x1) =y, dan P;(x3) = f(x;) = y,, maka
haruslah

(0, bilai#j, §j=01,2
Lf(xi)_{L bilai=j, ij=01,2

Oleh karena itu, Ly(x), L, (x) dan L,(x) dapat didefinisikan sebagai

(x —x)(x — x3) _ (x — x0) (x — x3) _ (x —x0) (x — x1)
o — 2D — 1) P = G —x) G — ) O 2 = NG — )

Lo(x) =
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Selanjutnya, untuk memperumum konsep dari interpolasi polinomial Lagrange linier dan
kuadrat, dipertimbangkan konstruksi untuk polinomial berderajat k melalui k + 1 titik yang
berbeda, yaitu:

(xo;f(xo))' (xlff(xl)); " (xk;f(xk))-
Polinomial interpolasi Lagrange, yaitu P,(x) melalui k + 1 titik yang berbeda, xg, x4, -+, X

dengan x; # x;,i,j = 0,1,---, k dan nilai f(x,), f(x1),--, f(xx) berdasarkan [4], didefinisikan

sebagai:
k
Pr(x) = f(x0)Lo(x) + f () Ly (x) + -+ f(xp) L (x) = Z f(x]-)L]-(x) (5)
j=0

dimana untuk sembarang j tetap di {0,1,---, k}, didefinisikan

K

X — X;
o TE2)
i=0 VT
i#j

Selanjutnya, dengan menggunakan bentuk Persamaan (5), rumus suku ke-n barisan aritmetika
bertingkat k akan dapat dikonstruksi dari nilai suku-suku yang diketahui.

Untuk mendapatkan rumus suku ke-n barisan aritmetika bertingkat k yang dinotasikan oleh
U,(lk) dapat dilakukan dengan mendefinisikan ulang absis dan ordinat dari pasangan k + 1 titik
yang diberikan. Misalkan didefinisikan xq = 1,x; = 2,-*,x;, = k + 1 dan f(xy) = Uy, f(xy) =
Uy, -, f(xx) = Ugsq, schingga dengan polinomial Py (x) pada Persamaan (5), rumus suku ke-n
barisan aritmetika bertingkat k dapat dituliskan menjadi:

k+1 k+1

Kk n—i
o = [ [(=) (6)
. ; ]~
j=1 =1
i#j

Untuk mengimplementasikan hasil yang diperoleh pada Persamaan (6), maka diberikan contoh
barisan aritmetika bertingkat 2 dan 3.

Contoh 1 Tentukan 3 suku selanjutnya, jika diberikan barisan aritmetika bertingkat 2 sebagai
berikut: 3, 4, 8, 15, ...

Barisan pada contoh 1 termasuk barisan aritmetika bertingkat 2, karena beda dari barisan tersebut
konstan pada tingkat ke-2 (Gambar 2).

Untuk mendapatkan suku ke-5, 6 dan 7 dari contoh 1, maka Persamaan (6) dapat dituliskan dalam

bentuk rumus suku ke-n barisan aritmetika bertingkat 2 sebagai berikut:
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U, 2(n 2)(n—3)—-U,(n—1)(n 3)+2(n 1(n—2)
=%(n—2)(n—3)—4(n—1)(n—3)+§(n—1)(n—2)
=%(n2—5n+6)—§(n2—4n+3)+§(n2—3n+2)
_3 2 7 5
—En —§n+

e Untukn =5, maka U ==(5)2 = 2(5) + 5 = 25
_ @ _3,2_7 _

e Untukn = 6, maka U, —5(6) —5(6)+5—38
— (2) _3 2 _ 7 —

e Untukn = 7, maka U, —5(7) —5(7)+5—54

3 4 8 15

N A A
1 4 7 — Beda tingkat 1
N
l 3 l 3 l — Beda tingkat 2
al,l l a1’2 l a1’3
az1 a,

Gambar 2. Barisan aritmetika bertingkat 2
Untuk memverifikasi hasil ini, maka dapat dibandingkan dengan rumus suku ke-n barisan
aritmetika bertingkat k, yaitu U,, dari pendekatan segitiga Pascal [3]. Karena merupakan barisan
aritmetika bertingkat 2, maka rumus U,, yang digunakan adalah
U,=U;+a;(n—1)+ %(n —1)(n—2),dengan U; = 3,a,; = 1dana,q = 3,
dimana: a; ; merupakan beda pertama pada tingkat 1, sedangkan a, ; merupakan beda konstan

pada tingkat 2. Sehingga,

3 3 7
Un=3+1(n—1)+z(n—1)(n—2)=§n2—§n+5

e Untukn =5, maka Us = > (5)? —%(5) +5=25

T2
e Untuk n = 6, maka Us == (6)% —2(6) + 5 = 38
e Untukn =7, maka U, = %(7)2 —%(7) +5=54
Dengan menggunakan konsep yang sama yaitu 3 suku berurutan yang diketahui, yaitu

Uj,j = 2,3,4, maka rumus suku ke-n barisan aritmetika bertingkat 2 dapat dikonstruksi sebagai

berikut:
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(n-3)(n—-4) -

@ _ 2 3 N —
U’ = Gona-n G-~ de-9D

+(4_2)(4_3)(n—2)(n—3)

= %(n—3)(n—4)—8(n—2)(n—4)+175(n—2)(n—3)

4 16 15
= E(n2—7n+12)—7(n2—6n+8)+7(n2—5n+6)

= _nl _ _
2n 2n+5

Untuk metode segitiga Pascal, dengan memanfaatkan suku ke-2, beda kedua pada tingkat 1, dan
beda kedua pada tingkat 2 berturut-turut dinotasikan U, a, ,, dan a, ,, rumus suku ke-n barisan

aritmetika bertingkat 2 diperoleh sebagai berikut:
az
Uy, =U;+a;,(n—2)+ T(n —2)(n—13),
dengan U, = 4,a,, = 4, dan a, , = 3,maka diperoleh

Un =4+4(n—2)+%(n—2)(n—3)

3
=4+4n—2+§(n2—5n+6)

=244 +3 2 _ 15 +3—3 2_ 7 +5
= n 271 271 —271 271

Berdasarkan pembahasan yang dilakukan dengan menggunakan 3 suku berurutan, yaitu U,, U3, U,
pada interpolasi Lagrange dan U, a, ,, dan a,, pada segitiga Pascal, rumus suku ke-n barisan
aritmetika bertingkat 2 yang diperoleh adalah sama. Hal ini menunjukkan bahwa rumus suku ke-
n barisan aritmetika bertingkat k dapat diperoleh dari setiap k + 1 suku berurutan yang telah
diketahui.

Contoh 2 Tentukan suku ke—8 dari barisan 1, 3, 9, 21, 41, ...

Barisan pada contoh 2 termasuk barisan aritmetika bertingkat 3, karena bedanya konstan bernilai

2 pada tingkat ke-3.
1 3 9 21 41

N N N N
2 6 12 20 — Bedatingkat 1
P N N
4 6 8 — Beda tingkat 2
NS N

2 2 — Beda tingkat 3
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Sehingga, dari Persamaan (6), rumus suku ke-n barisan aritmetika bertingkat 3 dapat dituliskan

menjadi:

U = —ﬂ(n —2)(n—3)(n—4) +&(n —D(n-3)(n-4)
n 6 2

—%(n— Dn—-2)(n—4) +%(n— D(n—-2)(n-23)

= —%(n—Z)(n—B)(n—éL) +;(n— Dn—-3)(n—4)
9 21
—E(n— Dn-2)(n—4) +?(n— D(n—-2)(n-13)
_ n—n+3
3

Sehingga suku ke-8 dari barisan tersebut adalah
(8)*—8+3 _ 507
3 K

Untuk melakukan verifikasi hasil tersebut, maka dilakukan perbandingan yang sama seperti

U = =169

pada contoh 1. Karena merupakan barisan aritmetika bertingkat 3, maka U, dapat dituliskan

menjadi bentuk sebagai berikut:
a a
Up=Us +a1a(n =D+ = (=D =2) + 22 (0= D= 2)(n -3),

dengan, U; = 1,a; = 2,a, = 4,a3 = 2, dimana: a; ; merupakan beda pertama pada tingkat 1,
a, 1 merupakan beda pertama pada tingkat 2, dan a3 ; merupakan beda konstan pada tingkat 3.

Rumus suku ke-n dari barisan tersebut adalah
4 2
Up =1+2(n—-1) +§(n— H(n—2) +g(n— D(n—-2)(n-3)
nd—n+3
3 )

(8)3-8+3 — 169

sehingga, suku ke-8, yaitu Ug =
Dari contoh 1 dan 2, maka hasil yang diperoleh sama, baik menggunakan rumus U,, dari
pendekatan segitiga Pascal [3] dan rumus U,(lk) dari interpolasi Lagrange. Selanjutnya, untuk

menentukan nilai suku yang lebih tinggi, maka perhitungan dapat dilakukan dengan bantuan

komputer dengan menggunakan algoritma berikut.

Algoritma  Menentukan suku ke-n barisan aritmetika bertingkat k dengan interpolasi
Lagrange

l: Tentukan tingkat dari barisan aritmetika, yaitu nilai k.
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2:  Input: nilai dari k + 1 suku yang diketahui, yaitu U;, dimanaj = 1,2,3 -+, k + 1 dan suku

yang ingin dicari nilainya, yaitu n.
3: Forj=1,23,,k+1

Fori=1,2,3,---,k+1

Ifi#j
n—i
L= H(j— i)
i
End
End

U,(lk)=ZUij

]
End

4: Output: nilai suku ke-n, yaitu U

4  Simpulan
Berdasarkan analisis hasil dan pembahasan yang telah dibahas, rumus suku ke-n barisan

aritmetika bertingkat k yang diperoleh menggunakan interpolasi Lagrange adalah sebagai berikut:

k+1 k+1 _
n-—i
U,E")=ZU,-| |<_)
==
i%j

Dengan menggunakan Ur(lk), nilai suku yang diinginkan dari barisan aritmetika bertingkat k dapat
diperoleh, yaitu dengan memanfaatkan nilai k + 1 suku yang telah diketahui. Hasil dengan
pendekatan yang diusulkan juga telah diverifikasi dan dibandingkan dengan metode segitiga

Pascal.
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