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Abstrak

Sejak integral diperkenalkan oleh Newton dan Leibniz pada abad ke-17, alat ukur ini terus dilakukan
kajian dan perumuman hingga saat ini. Terdapat tiga integral yang dikenal secara luas yaitu integral
Riemann, integral Lebesgue dan integral HK. Pada masanya integral Riemann diterapkan untuk
menyelesaikan berbagai persoalan tetapi kemudian diketahui memiliki keterbatasan. Integral Lebesgue
muncul untuk mengatasi keterbatasan ini. Integral Lebesgue pun kemudian diketahui memiliki
keterbatasannya tersendiri sehingga muncul integral Henstock-Kurzweil (integral HK) untuk mengatasi
keterbatasan integral Lebesgue. Dalam banyak literatur seringkali untuk menyelesaikan soal integral tidak
menggunakan definisi/ kerangka acuan yang sama sehingga sangat sulit memahami substansi maupun
keterkaitan ketiga integral ini. Oleh karena itu, pada penelitian ini dilakukan perbandingan penyelesaian
persoalan integral menggunakan definisi. Adapun dari empat persoalan integral yang dibahas, integral
Riemann dapat menyelesaikan satu persoalan, integral Lebesgue dapat menyelesaikan dua persoalan dan
integral HK dapat menyelesaikan seluruh persoalan yang dibahas.

Kata Kunci: integral Riemann, integral Lebesgue, integral Henstock-Kurzweil.

Abstract

Since the integral was introduced by Newton and Leibniz in the 17th century, this measuring
instrument has continued to be examined and generalized today. There are three integrals that are widely
known, namely the Riemann integral, the Lebesgue integral, and the HK integral. In his time the Riemann
integral was applied to solve various problems, but it was later discovered to have limitations. Lebesgue
integral emerges to overcome these limitations. Then the Lebesgue integral is also known to have its
limitations so that the Henstock-Kurzweil integral (HK integral) emerges to overcome the limitations of the
Lebesgue integral. In much literature, often solving integral problems does not use the definition / same
frame of reference so that it is very difficult to understand the substance and the relationship between these
three integrals. Therefore, this research was carried out the comparison of integral problem solving using
definitions. As for the four problems of integral discussed, the Riemann integral can solve one problem, the
Lebesgue integral can solve two problems and the HK integral can solve all the problems discussed.

Keywords: Riemann integral, Lebesgue integral, Henstock-Kurzweil integral

1 Pendahuluan
Sejak Newton dan Leibniz pada abad ke-17 mengkaji turunan dan integral secara terpisah,
topik ini khususnya integral terus mengalami perkembangan hingga era modern [1]. Era ini

dimulai pada tahun 1823 ketika Cauchy mendefinisikan integral fungsi kontinu pada selang tutup
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[a, b] menggunakan konsep limit. Kemudian pada tahun 1854 Riemann melengkapi pekerjaan
Cauchy dengan mendefinisikan integral fungsi terbatas pada interval [a, b] [2] [3]. Integral
Riemann memiliki banyak penerapan dalam berbagai metode dan permasalahan seperti
transformasi Laplace [4], transformasi Fourier [5], persamaan diferensial [6], fuzzy [7], dan lain-
lain. Dalam perkembangannya ditemukan fungsi-fungsi takterintegralkan Riemann, berikut
kekurangan integral Riemann [8]:

a. Jika suatu fungsi terintegralkan Riemann di interval terbatas [a, b] dari garis real maka fungsi
terbatas,

b. Terdapat turunan fungsi yang terbatas tidak terintegralkan Riemann,

c. Terdapat barisan fungsi {f;}n=; seragam terbatas, fungsi terintegralkan Rieman konvergen
titik demi titik ke fungsi f di dalam interval terbatas [a, b] dari garis real tetapi f tak-
terintegralkan Riemann di [a, b].

Pada tahun 1902 Lebesgue melakukan perumuman untuk mengatasi tiga kekurangan pada
integral Riemann tersebut [8]. Hingga saat ini, beberapa literatur masih melakukan kajian tentang
integral Lebesgue seperti [9], [10], [11], [12]. Meskipun dapat mengatasi kekurangan integral
Riemann, dalam kajian sifat-sifat lanjutan integral Lebesgue masih terdapat fungsi F' kontinu di
[0,1] dengan F’ tak terintegralkan Lebesgue di [0,1]. Pada tahun 1912, Denjoy mendefinisikan
integral untuk menyelesaikan permasalahan ini. Kemudian pada tahun 1914, Oskar Perron
melakukan pendekatan berbeda dengan mengutamakan aplikasi teori integralnya pada
permasalahan persamaan diferensial dan potensial. Yang kemudian diketahui bahwa Integral
Denjoy dan Perron adalah ekuivalen dan merupakan perumuman dari integral Newton, integral
Riemann, dan integral Lebesgue [8] [13].

Meskipun integral Denjoy dan Perron cukup powerful akan tetapi diperlukan mempelajari
teori matematika yang lebih banyak. Pada tahun 1957 Jaroslav Kurzweil mendefinisikan integral
pada risetnya terkait persamaan diferensial, secara terpisah pada tahun 1968 Ralph Henstock
medefinisikan integralnya [14]. Integral Kurzweil dan integral Henstok kemudian diketahui
ekuivalen dan biasa disebut integral HK. Bukan hanya samapai disitu, ternyata integral Henstok-
Kurzweil dan integral Denjoy-Perron juga ekuivalen [13]. Walaupun integral HK dan integral
Denjoy-Perrron ekuivalen, Integral HK lebih banyak digunakan karena dalam pendefinisian dan
perhitungannya seperti integral Riemann. Dalam banyak literatur, integral HK masih dilakukan
kajian lebih lanjut seperti [15], [16], [17].

Dalam perhitungannya seperti [18], [19], [20], [12] untuk menyelesaikan permasalahan
integral, baik integral Riemann, integral Lebesgue maupun integral HK seringkali tidak

berdasarkan kerangka acuan yang sama (definisi) sehingga baik substansi maupun keterkaitan
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ketiga integral ini tidak dapat dilihat secara langsung. Oleh karena itu penelitian ini akan
membahas penyelesaian integral Riemann, Lebesgue, dan HK pada beberapa soal integral

berdasarkan definisi.

2 Metode Penelitian
Definisi 1 [[8][21]] Suatu partisi dari suatu interval I = [a, b] adalah koleksi P = {1, 1,,. . ., I}
dari non-overlapping interval tertutup yang mana gabungannya adalah [a, b]. Biasanya interval
dilambangkan I; = [x;_q, x;], di mana

a=xy < <xi_1<x;<x,=>b.
Titik-titik xq, x4, ..., Xn, adalah disebut titik-titik partisi dari P. Jika suatu titik t; dipilih dari setiap
interval I;, untuk i = 1,2, ...,n, maka titik-titit t; disebut label-label dan himpunan pasangan

terurut P = {(I, ty), (I, t5), ..., (I, t,)} adalah disebut partisi label dari I.

Definisi 2 [[8][21]] Suatu gauge di dalam I adalah suatu fungsi strictly positif yang didefinisikan
di dalam 1. Jika § adalah suatu gauge di dalam I, maka suatu (tagged) partisi P adalah dikatakan
menjadi § — fine jika t; € I; c [t; — §(t), t; + 6(t;)], untuk i =1,2,...,n.

Definisi 3[[21]] Suatu fungsi f: [a, b] = R adalah dikatakan terintegralkan Riemann di [a, b] jika
dipenuhi langkah-langkah/ pernyataan berikut:
1. Pilih L € R, ambil sembarang € > 0 dan pilih §, > 0,
2. Ambil sembarang n bilangan asli dan tetapkan sembarang koleksi dari titik-titik di dalam
[a, b], yaitu {xg, X1, X5,. . .,x,}sedemikian rupa sehingga a = xy < x; < x5, <. ..<
X, = b,
3. Tetapkan partisi P = {[x;_q, x;]}}=, subinterval dari [a, b], ambil sembarang titik x; €
[x;_1,x;] untuk i = 1,2, ...n, hitung ||P|| = max{x; — xoy, X — X1, ..., Xp — Xp_1}dan
tetapkan tag partisi P = {[x;_,, x;], x; }1 4,

sedemikian rupa sehingga jika tag partisi P dari [a, b] dengan ||P|| < &, maka

> 5 (- me) - L <
i=1

Langkah-langkah/ pernyataan di atas merupakan pemaknaan dari definisi berikut: suatu fungsi
f:la, b] = R adalah dikatakan terintegralkan Riemann di [a, b] jika disini ada bilangan L € R 3
V & > 0 disini ada 8, > 0 3 jika P adalah sembarang tag partisi dari [a, b] dengan ||P|| < &,
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maka |Yi=1 f(x7) (x; — x;_1) — L| < &. Bilangan L jika ada disebut integral Riemann dari f atas

la, b] dan dilambangkan dengan (R) f[a b] f(x)dx.

Definisi 4 [[22]] Suatu fungsi yang terukur dan terbatas f: A — R adalah terintegralkan Lebesgue
di A jika dipenuhi langkah-langkah/ pernyataan berikut:

1. Pilih bilangan real L, ambil sembarang € > 0 dan pilih §; > 0,

2. Tetapkan batas bawah terbesar | = inf{f(x)|x € A} dan batas atas terkecil u =1+
sup{f(x)|x € A} (L,u dijamin keberadaannya karena f terbatas), kemudian ambil
sembarang n bilangan asli dan tetapkan sembarang koleksi dari titik-titik {yg, ¥4, --., Y}
sedemikian rupa sehingga l = yo < y1 < y, <. . .<y, =1,

3. Tetapkan partisi P = {[y;_1,yi]}i=; subinterval dari [[,u], ambil sembarang titik y; €
[Vi-1, yi] untuk i = 1,2, ...n, hitung || P|| = max{y; —¥o, Y2 = Y1, - - -, ¥n — Yn-1}dan
tetapkan tag partisi P = {[y;_1,y;], ¥/ }ie1,

sedemikian rupa sehingga jika tag partisi P dengan ||P|| < 8, dan m ukuran Lebesgue maka

Zy;m({x €EAlyi-a = fx) <y} -L|<e
i=1

Langkah-langkah/ pernyataan di atas merupakan pemaknaan dari definisi berikut: suatu fungsi
vang terukur dan terbatas f: A = R adalah terintegralkan Lebesgue di A jika ada bilangan real
L3Ve>036>003 jika ||P|| <6 maka |Yi,yim({x€Alyi1 <f(x)<y;})—-L|l<e.
Bilangan L jika ada disebut integral Lebesgue dari f atas A dan dilambangkan dengan

L Jf, fdm

Definisi 5 [[8]] Suatu fungsi f:I - R dengan [ interval tertutup di R* adalah dikatakan
terintegralkan HK di [ jika dipenuhi langkah-langkah/ pernyataan berikut:
1. Pilih L € R, ambil sembarang £ > 0, pilih gauge 6, di I,
2. Ambil sembarang n bilangan asli dan tetapkan sembarang koleksi dari titik-titik di dalam
I yaitu {xy, xq, X5,. . ., X,} sedemikian rupa sehingga x, < x; < x, <. ..< X, dengan
X, dan x,, masing-masing batas bawah dan batas atas di I,
3. Tetapkan partisi P = {[x;_q,X;]}[=; subinterval dari I, ambil sembarang titik x; €
[x;_1,x;] untuk i = 1,2, ...n, hitung ||P|| = max{x; — xo, X, — X1, . .., Xp — Xp_1}dan
tetapkan tag partisi P = {[x;_1, x;], x;}1,,

sedemikian rupa sehingga jika tag partisi P adalah &, — fine dari I maka
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Langkah-langkah/ pernyataan di atas merupakan pemaknaan dari definisi berikut: suatu fungsi
f:1 = Rdengan I interval tertutup di R* adalah dikatakan terintegralkan HK di l jika3L € R 3
V &£ > 0 3 gauge 8, di I sedemikian rupa sehingga jika P adalah sembarang partisi 8, — fine
dari I, maka Y71 f(x7) (; — x;_

Y D - x) -1 <
i=1

1) — L| < &. Bilangan L jika ada disebut integral HK dari f

atas I dan dilambangkan dengan (HK) fI f(x)dx.

3 Hasil dan Pembahasan

Pada penelitiain ini akan mengkaji integral Riemann, integral Lebesque dan integral HK

menggunakan definisi untuk menyelesaikan empat masalah integral sebagai berikut:

—

fungsi f(x) = x di [0,1],
2. fungsi Dirichlet di [0,1],

(98]

&

fungsi f(x) = xiz di [1, ),

0, x=0

fungsi f'(x) di [0,1] dengan f(x) = n )
gf() [ ] g f() {XZCOSx—2,0<XS1

Masing-masing soal akan dibahas sebagai berikut:

1. Fungsi f(x) = x di [0,1].

a. Integral Riemann [23]

1. PilihL = %, ambil sembarang € > 0 dan pilih 6, = ¢,

2. Ambil sembarang n bilangan asli dan tetapkan sembarang koleksi dari titik-titik di

dalam [0,1], yaitu {xg,xq, X5, .

X, <...<x,=1,

3. Tetapkan partisi P = {[x;_1, x;]}}=, subinterval dari [0,1], ambil sembarang titik x; €

[xi_1,x;] untuk i = 1,2, ...n, hitung ||P|| = max{x; — x¢, X3 — X1, . . ., Xp — Xpn_1}

dan tetapkan tag partisi P = {[x;_1, x;], x;}’,,

Sedemikian rupa sehingga jika tag partisi P dari [0,1] dengan ||P|| < 8, maka

YD = xi) -1
i=1

n

1
Z x; O —xi-9) — 5

i=1

n

1

Z x; O —xi9) — X, (g —x9) + 2, (g — x-1) — >
i=1

., Xn} sedemikian rupa sehingga 0 = x, < x; <
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n n

1
PICREAICELANEDI ACETANEE B C)

di mana x, = mzﬂ, untuk i = 1,2, ..., n. Selanjutnya di dalam persamaan (1) diperoleh

n

le (xl Xi— 1)__ ZM(x'_xi—l)_%

i=1
Z(x — x7_1) %

(xn_xo) l
2 2
1 1
"2 2
=0

Sehingga Persamaan (1) menjadi |Yi2,(x; — X,) (x; — x;_1)|. Akibatnya,

Z(x —x,) (¢ — xi-1)
< le{‘ — x| (x; — xi—1)
< z": € (x; — xi-1)

n
=€ Z(xi — Xi_1)
i=1

=¢.1

Zf(x)(xl X1 —3| =

= E&.

Sehingga f(x) = x terintegralkan Riemann di [0,1] dan (R) f[a % dx = %

. Integral Lebesgue

1. Pilih bilangan real L = %, ambil sembarang € > 0 dan pilih 6, = ¢,
2. Tetapkan [ = inf{f(x)|x € A} = 0danu = 1 + sup{f (x)|x € A} = 2, kemudian
ambil sembarang n > 1 bilangan asli dan tetapkan sembarang koleksi dari titik-titik

{y0, Y1, ---» Y} sedemikian rupa sehingga 0 = yo < 1 < ¥, <. . .<y, =2,
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3. Tetapkan partisi P = {[y;_1,y;]}/=; subinterval dari [0,2], ambil sembarang titik y; €
[yi—1, yi] untuk i = 1,2, ...n, hitung ||P|| = max{y; —yo, Y2 = Y1, - - 2 ¥n — Yn-1}
dan tetapkan tag partisi P = {[y;_1, vi], ¥/ }’1,

sedemikian rupa sehingga jika tag partisi P dengan ||P|| < &8, dan m ukuran Lebesgue

maka

> yim(x € (0,111 71 < fGO <yH - L
i=1

> yim(x € (01111 < fO <yH - L
i=1

+ ) yim(xe (01171 < f0O <yD -1 @

i=r+1

di mana y; € {yyyi,.., Vs Dbilangan terkecil yang lebih dari 1 akibatnya
|Xizrr1yi m({x € [0,1] | ;-1 < f(x) <yi}) —L| =0, schingga Persamaan (2)

menjadi

> yim(x € (0,111 71 < fO <yH - L
i=1

B Zyi m({x €[01] |y s < f(x) <y} -L
i=1

r 1
= Zyi m({x € [0,1] | yi-1 < f(x) <y;}) -3 .
i=1

r

. 1
= in (x; — xi-1) 3

i=1

, dimanax} = f1(y})

n

1

= Z x; (o —x2q) — X, (0 —x29) + 2, (g — x1) — >

i=1

n n 1
=D —® i x) + ) B G- ) -5

i=1 i=1

(3)
di mana x, = M, untuk i = 1,2, ..., n. Selanjutnya di dalam Persamaan (3) diperoleh
n n
N7 G- )_lzzw(x._x. y—1
- l L -1 2 2 l -1 2
1=

(xiz _xi2—1) 1
2 2

i=1
n
e

4
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=0.

n

Sehingga Persamaan (3) menjadi | Y72, (x; — X;) (x; — x;_1)|. Akibatnya,

n 1 n
DD @ =) = 5] = D6k =B G = )

n

< DI =% G = xi)
i=1
n

<Z£Axi

=1
n
=E& Z(xi — Xi_1)
i=1

=¢.1

E.
Sehingga f(x) = x terintegralkan Lebesgue di [0,1] dan (L) f[o NS dm = %
Integral HK

1. PilihL = %, ambil sembarang € > 0 dan pilih gauge §, = /2,

2. Ambil sembarang n bilangan asli dan tetapkan sembarang koleksi dari titik-titik di

dalam [0,1], yaitu {xq,xq,X5,. . ., X,} sedemikian rupa sehingga 0 = x; < x; <

X, <...<x,=1,

3. Tetapkan partisi P = {[x;_q, x;]}}=, subinterval dari [0,1], ambil sembarang titik x; €

[xi_1,x;] untuk i = 1,2, ...n, hitung ||P|| = max{x; — xo, x; — X1, . .
dan tetapkan tag partisi P = {[x;_1, x;], x/}’,,

Sedemikian rupa sehingga jika tag partisi P adalah 8, — fine dari [0,1] maka

n

1
Z x; O —xi-9) — 5

i=1

YD = xi) -1
i=1

n

i=1
n

i=1

= in* (e —x-1) =X, (6 —x29) + 2, (6 — x-1) — 3

n

1

= (xf —x) (x; —x;-9) + Z X, (x; — xi-1) — >
i=1

o Xn — xn—l}

1

2

(4)




177 Miftahul Fikri, Samsurizal, Andi Makkulau

_ Oxtxiog)

di mana X, ,untuk i = 1,2, ..., n. Selanjutnya di dalam Persamaan (4) diperoleh

n

n
_ 1 (x; + x;-1) 1
sz O = xi-1) 3= ZT(%’ — Xi—1) )

i=1

(xn_xo) l
22
1 1
—272
= 0.

Sehingga Persamaan (4) menjadi |Yi2,(x; — X,) (x; — x;_1)|. Akibatnya,

Z(x — %) (6 = i)
< Z|xf — x| (x; — x;-4)
i=1
n
< Z € Ax;
i=1
n
= EZ(xi — Xi-1)
i=1

= E&.

Zf(x)(xl X1 —3| =

Sehingga f (x) = x terintegralkan HK di [0,1] dan (HK) f[o 1] f(x)dx = %

2. Fungsi Dirichlet di [0,1]. Misalkan E himpunan bilangan rasional di [0,1] dan F himpunan

1, x€E

bilangan irasional di [0,1], definisikan fungsi f di [0,1] yaitu f(x) = {0 v EF
a. Integral Riemann

<max{1—-LL—-1}; L*+1

{x]0 < x < 1}; L = 1 2mbil

1. Ambil sembarang L € R, pilih ¢ > 0 dan € = {

sembarang § > 0,

2. Tetapkan .r € N danr > max {(% + 1) g, é}, tetapkann € N, n # % dann =

> max {_T_(i:), _:(ii),% - T}; L#1 )
1 ’ —Er(s—l) > tetapkan Xo =0, =x;_1 + o untuk
trig-r<x==2 L=1 "

i =1,2,...,n+r sehingga diperoleh 0 = xy < x; < x < - < Xpyp = 1,
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XitXi—q xl.l

3. Tetapkan P = {[x;_1, ;1}]27, x; = untuk i = 1,2, ...,n + r, hitung ||P|| =
n+r

1 . *
o tetapkan P = {[x;_1, x;], x{}i=,

sedemikian rupa sehingga ||P|| = ni < 6, maka

D FED@ -5 ~ L = Zf(x =)+ ), GG =
= 1(x; —xi-1) + 00x; —x;—1) — L
Z ' lZ!-l '

= Z(xi_xi—l)_l'
i=1
B l=1n+r_
n
n+r
—r(e—1)
> e—L+1 _
T |=re—L)
ToIFtT
—(e-1)
> e—L+1 _
(e—-1L)
s—gL+1 +1i£
—e(e—1)
B 1-e)(e—=L+1) _1
B —e(e—1L) s(e—L+1)
A-0(—L+D -eE-L+1)
—g(e—1)
_ (1—8)(£—L+1)_L
= €
1—-e)(e-L+1)
B —g(e—1) 1—-8)(e-L+1)
-9 -L+1) € B
=|-e+L—-1L|
=&

Sehingga fungsi Dirichlet di [0,1] tak terintegralkan Riemann.
b. Integral Lebesgue

1. Pilih L = 0, ambil sembarang € > 0 dan pilih §, < % 3,
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2. Tetapkan | = inf{f(x)|x € A} =0 dan u =1+ sup{f(x)|x € A} = 2, kemudian
ambil sembarang n bilangan asli dan tetapkan sembarang koleksi dari titik-titik di [0,2]
sedemikian rupa sehingga 0 =y, < y; < - <y, =2,

3. Tetapkan partisi P = {[y;_4,y;]}[=; subinterval dari [0,2], ambil sembarang titik y; €
[yi—1, yi] untuk i = 1,2, ...n, hitung ||P|| = max{y; —yo, Y2 = Y1, - - 2 ¥n — Yn-1}
dan tetapkan tag partisi P = {[y;_1, v;i], v},

Sedemikian rupa sehingga tag partisi P dengan ||P|| < 8, dan m ukuran Lebesgue maka

> yim(lx e Aly 1 < f0) <y) -1
i=1

_ Zy; m{x € Aly;_1 < f®) <y) -0
i=1

_ Z yi m({x € Alyi_1 < f(x) <y}
i=1

= [yim({x € Alyo < f(x) <y1})

£ yim({x € Alyis < ) < i)
i=2

i%]
+y;m({x € Aly;.1 < f(0) = 1< y;})

= lyym({x € Alyp < f(x) <y1}) + 0+ 0
yi (m({x € E|lyo < f(x) <y}

+m({x € Flyo < f(x) <y1]))|
= |[yi m({x € Flyo < f(x) < y1})I
= |y1 (1 — yo)l
< |y 6]
<26

<&

Sehingga fungsi Dirichlet f terintegralkan Lebesgue di [0,1] dan (L) f[o 1] fdm=0.
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C

Integral HK [21]

1. Pilih L = 0, ambil sembarang € > 0, E terhitung sehingga dapat disimbolkan dengan
{(r.}%,, definisikan &, (1) = 2,% dan 8,(x) = 1 jika x € F.

2. Ambil sembarang n bilangan asli dan tetapkan sembarang koleksi dari titik-titik di
dalam [0,1] yaitu {xg, X1, X3,. . ., X} sedemikian rupa sehingga 0 = x; < x; < x, <
o <xp =1,

3. Tetapkan partisi P = {[x;_q, x;]}]=, subinterval dari [a, b], ambil sembarang titik x; €
[xi_1,x;] untuk i = 1,2, ...n, hitung ||P|| = max{x; — x¢, X3 — X1, . . ., Xp — Xp_1}
dan tetapkan tag partisi P = {[x;_1, x;], x;}’,,

sedemikian rupa sehingga jika tag partisi P = {(I;, x;)}", adalah &,-fine dari [0,1], maka

m+n

DD = x) — L
i=1

m+n

=D 6D - -0
i=1

m+n

= > G0 - x5
i=1

N Ef("?) Cei —xi-4) + Zf(x;) (i —xi-1)
=1 i=1

=
m n
= Z 0 (x; —xi—y) + Z 1(x—xi-1)
i=1 i=1
n

= Z(xi — Xi-1)
i=1

Ambil n — oo, maka Persamaan (5) menjadi

n
<[> 26.)
i=1

&
2k+2

(5)

IA

2

&
2k+1

IA

TI'M - TI'M -
- -

|
N| m

Sehingga fungsi Dirichlet f terintegralkan HK di [0,1] dan (HK) f[o 1 f(x)dx = 0.
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3. Integral untuk fungsi f(x) = xiz di [1, 00).

a. Integral Riemann

Karena domain fungsi tak terbatas, maka berdasarkan definisi fungsi tak terintegralkan.

b. Integral Lebesgue

Karena domain fungsi tak terbatas maka berdasarkan definisi, fungsi tak terintegralkan.

c. Integral HK [27]

1.

2.

3.

Pilih L = 1, ambil sembarang € > 0, definisikan gauge &, yang terbatas di [1, o]
yaitu §;(0) = (S, OO] dan [w, o] € §,.(c0) maka

1 ¢
—<
w

1
(o) tClw, 00 - = == <2 (6)
(Persamaan (6) dapat diartikan bahwa luas daerah di bawah fungsi f atas interval
[w, 00) harus bernilai %),

Ambil sembarang n bilangan asli dan tetapkan sembarang koleksi dari titik-titik di
dalam [ yaitu {x,, xq, X5,. . ., X,} sedemikian rupa sehingga 1 = x; < x; < x, <
< Xpyq < Xy = 0,

Tetapkan partisi P = {[x;_4, x;]}}=, subinterval dari I, ambil sembarang titik x; €
[xi_1,x;] untuk i = 1,2,..n, hitung |[|P|| = max{x; —xq, x; — x4, . . ., Xy —
Xn_1} dan tetapkan tag partisi P = {[x;_q, x;], x; 311,

sedemikian rupa sehingga jika tag partisi P adalah &, — fine dari [1, o] maka

Y D G —x) -1
i=1

n-1
Fe) 1) + ) FGx) (= xi0) — 1
i=1

n—1
1
= [FE@ ) =t =+ ) FOx) (= x10) ~ 1
1 & 1
< f(oo) l(ln) - x + (x*)z (xl - xl-_l) + -1
n-1 =1 i n—1
1 &= 1 = 1 1
= f(OO) l(In) - X, 1 + z (x’-")z (xl - xl—l) + z _X'_l + x—‘
1] =/ 1 11
= f(oo) l(ln) - X + Z <W (xl- — xi—l) - (x— — x—))‘
n-1 =1 i i-1 i
n—1
_ (o =)D 1 1
= | 1) = —|+ Ok |xi_1 =
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n-—1

X; — Xi_ 1 1
+ Z i - -1 ( _ _)
; X; Xi—1 X

i= t

1

Xn-1

< |0 10ty -

-1
s§+ x"_*x"‘1< ! —1).

S

= X Xi-1 X
Definisikan &, (x;) = (xl* — 84&, x; + gzi) sehingga
n n-1 «
3 G Gixi) —1f sS4 Y o ()
, 2 La2x) \xi—1 x;
=1 =1

Sehingga fungsi f(x) = xiz terintegralkan HK di [1, ) dan (HK) f[1 ) f(x)dx = 1.

0, x=0

T
52 cos 0<x<1 Dengan menggunakan turunan

4. Integral f' jika diketahui f(x) = {

0, x=0

erkalian fungsi akan diperoleh f'(x) ={ T, 2m . m .
p g p f 2xcosx—2+751nx—2, 0<x<1

a. Integral Riemann
1. Ambil sembarang L € R, pilih 0 < € < 2m, ambil sembarang § > 0,
2. Tetapkann € N, tetapkan xq = 0,x; = x;_4 + % untuk i = 1,2, ..., n sehingga
diperoleh 0 = xp < x; < xp, < - < x, =1,
3. Tetapkan P = {[x;_1,x;]}[=1, %] = % untuk i = 1,2,...,n, hitung ||P|| = %,

tetapkan P = {[x;_1,x;], x{}1,

Sedemikian rupa sehingga ||P|| = % < 6,

FOD 0 = x0) + ) f G — %) — L
=2

Y FeDe—x) -1
i=1

FGe) e = o) = (—Z FG) Gy = x100) + L)
i=2

> |f"(x1) (g — x0)| +

=Y FEDG = x) + L
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= |f" (1) (1 — x0)|
-1 ()G

1 _ 1
= (2 —cosn?m + 2mn sin n2n> (—)|
n n

= | cos n’m + 2w sinn’n
n

Ketika n — oo maka %cos n?m = 0 dan 2w sinn?m divergen direntang [—2m, 27].
Akibatnya ada n 3 |¥1-, f(x/)(x; — x;_1) — L| = |2 sinn?m| > . Sehingga [’ tak
terintegralkan Riemann.

b. Integral Lebesgue
Karena f' tak terbatas di [0,1], maka sesuai definisi tak terintegralkan Lebesgue.

c. Integral HK

1. Pilih L = —1, ambil sembarang &£ > 0, pilih gauge &, di [0,1],

2. Ambil sembarang n bilangan asli dan tetapkan sembarang koleksi dari titik-titik di
dalam [0,1] yaitu {xg, x4, X3,. . ., X} sedemikian rupa sehingga x, < x; < x, <
. . .< xp dengan x, dan x,, masing-masing batas bawah dan batas atas di [0,1],

3. Tetapkan partisi P = {[x;_1, x;]}{=, subinterval dari I, ambil sembarang titik x; €
[xi_1,x;] untuk i =1,2,..n, hitung [|P|| = max{x; —xq, x; — X1, . . ., Xy —
X,_1} dan tetapkan tag partisi P = {[x;_q, x;], %/},

sedemikian rupa sehingga jika tag partisi P adalah &, — fine dari [0,1]. Ketika f

terdiferensialkan di x; maka disini ada §; > 0 sedemikian rupa sehingga x € [0,1] jika

1@~1() _ e1y0)| < ¢. Sehingga,

*
X=X

0 < |x — x;| < 6, maka

DD =) — L = | Gk = 2 + 3 =) + 1
i=1 i=1

=D F60) G =iy + i = %) = (—1-0)
i=1

- z £/ (= xi- + %7 = %) = (F(D) = £(0))
i=1

= DG G = s + 57 = x) = (Z Flx) = f(xl-_a)
i=1 i=1
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= D (FGD G = i + i -
i=1

IA

DD G = ) = fO) + F )
i=1

+ Zf'(x:)(x: = xi00) = FO) + F (i)

n

Ze(xl x)+z<€(x — Xi_1)

i=1

—sZ(xl Xi—1)

= ¢.
Berdasarkan pembahasan di atas, diperoleh hasil sebagai berikut:

Tabel 1. Integran dengan Integral Riemann, Lebesgue dan HK

Integran Terintegralkan Terintegralkan Terintegralkan
Riemann Lebesgue HK
0 =x di [01] v v J
_ {1; x € Bilrasional . X N Vv
fG) = {0; x € Bil irasional di[0,1]
f(x) = = di[1,00) X X v
x=0 X X vV

0,
f'(x) di [0,1] jika f(x) = {x cos—, 0<x<1

4  Simpulan

Pada penelitiain ini membahas penyelesaian empat masalah integral (fungsi f(x) = x di

[0,1], fungsi Dirichlet di [0,1], fungsi f(x)=xi2 di [1,0), f'(x) di [0,1] jika f(x) =

0, x=0
T . Adapun hasil yang diperoleh sebagai berikut:
{xzcosx—z, 0<x£1) p yang dip g

1. Berdasarkan definisi, integral Riemann hanya dapat menyelesaikan integral fungsi f(x) = x
di [0,1].

2. Berdasarkan definisi, integral Lebesgue dapat menyelesaikan integral fungsi f(x) = x di [0,1]
dan fungsi Dirichlet di [0,1].

3. Berdasarkan definisi, integral HK mampu menyelesaikan seluruh permasalahan integral ini.
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