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Abstrak 
Gerak Brown subfraksional adalah sebuah generalisasi dari gerak Brown yang bersifat Gaussian 

tetapi tidak memiliki kenaikan yang stasioner. Di dalam makalah ini akan dipelajari arus stokastik dari 
gerak Brown subfraksional berdimensi satu. Metode yang digunakan adalah dengan menggunakan analisis 
derau putih yaitu gerak Brown subfraksional direpresentasikan sebagai fungsional stokastik dari derau 
putih. Sebagai hasil utama dibuktikan bahwa arus stokastik dari gerak Brown subfraksional berdimensi satu 
adalah sebuah fungsi yang diperumum di dalam ruang distribusi Hida. 
Kata Kunci: gerak Brown subfraksional, arus stokastik, analisis derau putih 
 

Abstract 
The subfractional Brownian motion is a Gaussian generalization of the Brownian motion whose 

increments are not stationary. In this paper we study the stochastic current of the one dimensional 
subfractional Brownian motion. For this purpose we use the method from white noise analysis by 
representing the subfractional Brownian motion as stochastic functionals of white noise.  As the main result 
we prove that the stochastic current of the one dimensional subfractional Brownian motion is a generalized 
function in the space of Hida distributions. 
Keywords: subfractional Brownian motion, stochastic current, white noise analysis  
  

1 Pendahuluan 

Konsep arus (current) berasal dari teori ukuran geometrik. Sebuah versi yang sederhana dari 

arus diberikan oleh fungsional 

𝜑𝜑 ↦ � �𝜑𝜑�𝛾𝛾(𝑡𝑡)�, 𝛾𝛾′(𝑡𝑡)�
ℝ𝑑𝑑

 𝑑𝑑𝑡𝑡,        0 < 𝑇𝑇 < ∞,
𝑇𝑇

0
 

dengan 𝜑𝜑:ℝ𝑑𝑑 → ℝ𝑑𝑑  dan 𝛾𝛾(𝑡𝑡) adalah sebuah kurva rektifiabel di ℝ𝑑𝑑. Fungsional ini dapat 

direpresentasikan dalam bentuk 

𝜉𝜉(𝑥𝑥) = � 𝛿𝛿�𝑥𝑥 − 𝛾𝛾(𝑡𝑡)�𝛾𝛾′(𝑡𝑡) 𝑑𝑑𝑡𝑡,
𝑇𝑇

0
 

dengan 𝛿𝛿 adalah fungsi delta Dirac. Pembahasan lebih lengkap terkait konsep arus dapat dilihat di 

dalam [1] dan [2]. Versi probabilistik dari arus muncul ketika kurva deterministik 𝛾𝛾(𝑡𝑡), 𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇], 
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diganti dengan lintasan sampel (trayektori) dari sebuah proses stokastik (𝑌𝑌𝑡𝑡)𝑡𝑡∈[0,𝑇𝑇]. Dalam hal ini 

kita mendapatkan fungsional 

               𝜁𝜁(𝑥𝑥) ≔ ∫ 𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑌𝑌𝑡𝑡) 𝑑𝑑𝑌𝑌𝑡𝑡
𝑇𝑇
0    (1) 

yang untuk selanjutnya disebut dengan arus stokastik (stochastic current). Integral stokastik 

(1) harus didefinisikan secara rigor bergantung pada kelas proses stokastik yang dibicarakan.  Arus 

stokastik dipelajari pertama kali oleh Flandolli et al. di dalam [3] untuk proses stokastik berupa 

gerak Brown. 

Di dalam makalah ini kita akan mempelajari (1) dengan (𝑌𝑌𝑡𝑡)𝑡𝑡∈[0,𝑇𝑇] adalah sebuah gerak 

Brown subfraksional berdimensi satu. Gerak Brown subfraksional pertama kali diperkenalkan oleh 

Bojdecki et al. di dalam [4] dalam kaitannya dengan kajian fluktuasi waktu okupasi dari sistem 

partikel bercabang dengan kondisi awal Poisson. Gerak Brown subfraksional dengan parameter 

𝐻𝐻 ∈ (0,1) adalah sebuah proses Gaussian terpusat 𝑆𝑆𝐻𝐻 = (𝑆𝑆𝑡𝑡𝐻𝐻)𝑡𝑡≥0 dengan 𝑆𝑆0𝐻𝐻 = 0 hampir di mana-

mana serta fungsi kovariansi 

                      𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑆𝑆𝑡𝑡𝐻𝐻, 𝑆𝑆𝑠𝑠𝐻𝐻) = 𝑠𝑠2𝐻𝐻 + 𝑡𝑡2𝐻𝐻 − 1
2

((𝑠𝑠 + 𝑡𝑡)2𝐻𝐻 + |𝑡𝑡 − 𝑠𝑠|2𝐻𝐻),    𝑠𝑠, 𝑡𝑡 ≥ 0 .    (2) 

Untuk 𝐻𝐻 = 1
2
 kita mendapatkan gerak Brown baku. Salah satu cara menunjukkan eksistensi gerak 

Brown subfraksional adalah dengan memperhatikan proses stokastik 𝑋𝑋𝐻𝐻 = (𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻)𝑡𝑡≥0 dengan 

𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻 ≔
𝐵𝐵𝑡𝑡𝐻𝐻 + 𝐵𝐵−𝑡𝑡𝐻𝐻

√2
,      𝑡𝑡 ≥ 0, 

dengan (𝐵𝐵𝑡𝑡𝐻𝐻)𝑡𝑡∈ℝ adalah gerak Brown fraksional bersisi dua. Jelas bahwa 𝑋𝑋𝐻𝐻 adalah proses 

Gaussian dan mudah diperiksa bahwa fungsi kovariansi dari 𝑋𝑋𝐻𝐻 identik dengan (2). Gerak Brown 

subfraksional memiliki sifat-sifat yang hampir sama dengan gerak Brown fraksional seperti 

keserupaan-diri, lintasan sampel yang kontinu Holder, kebergantungan dalam jangkauan yang 

panjang, kenaikan yang tidak saling bebas, bukan semimartingale, dan bukan proses Markov. 

Perbedaan utama terletak pada fakta bahwa gerak Brown fraksional mempunyai kenaikan yang 

stasioner sementara gerak Brown subfraksional tidak mempunyai kenaikan yang stasioner. Untuk 

pembahasan yang lebih lengkap bisa ditemukan di dalam  [5]. Telah dibuktikan bahwa gerak 

Brown subfraksional adalah sebuah kuasi-heliks menurut Kahane, yakni untuk setiap 𝑠𝑠, 𝑡𝑡 ≥ 0 

berlaku ketaksamaan 

�(2 − 22𝐻𝐻−1) ∧ 1�(𝑡𝑡 − 𝑠𝑠)2𝐻𝐻 ≤ 𝔼𝔼(𝑆𝑆𝑡𝑡𝐻𝐻 − 𝑆𝑆𝑠𝑠𝐻𝐻)2 ≤ �(2 − 22𝐻𝐻−1) ∨ 1�(𝑡𝑡 − 𝑠𝑠)2𝐻𝐻. 

Beberapa hasil penelitian terkait gerak Brown subfraksional, seperti sifat-sifatnya, waktu lokal,  

kalkulus stokastik, dan representasi derau putih dapat dilihat di dalam [6]-[12]. 
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 Objek utama di dalam makalah ini adalah arus stokastik dari gerak Brown subfraksional 

yakni integral stokastik (1) dengan proses stokastik (𝑋𝑋𝑡𝑡)𝑡𝑡∈[0,𝑇𝑇] adalah gerak Brown subfraksional 

𝑋𝑋𝐻𝐻 = (𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻)𝑡𝑡∈[0,𝑇𝑇]: 

               𝜁𝜁(𝑥𝑥) = ∫ 𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻) 𝑑𝑑𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻
𝑇𝑇
0    (3) 

Beberapa hasil penelitian terkait arus stokastik yang telah dikerjakan beberapa peneliti lain adalah 

melalui pendekatan kalkulus Malliavin dan integral stokastik dengan regularisasi dan proses 

stokastik yang dikaji adalah gerak Brown serta gerak Brown fraksional, lihat [13]-[14]. Pada 

makalah ini akan digunakan pendekatan analisis derau putih dan secara lebih spesifik, integral 

stokastik (3) diinterpretasikan sebagai integral stokastik tipe Wick, yakni sebuah perluasan dari 

integral Hitsuda-Skorokhod yang dibicarakan di dalam [15]. 

Di dalam bagian 2 akan dirangkum metode penelitian atau pendekatan yang digunakan 

yakni teori analisis derau putih. Bagian 3 memuat hasil utama dan baru di dalam makalah ini yakni 

bukti eksistensi arus stokastik tipe Wick dari gerak Brown subfraksional berdimensi satu sebagai 

distribusi Hida. Terakhir, di bab 4 akan diberikan simpulan dan rencana pengembangan penelitian. 

 

2 Metode Penelitian 
Arus stokastik untuk gerak Brown subfraksional (3) akan dipelajari dengan menggunakan 

pendekatan analisis derau putih atau yang dikenal juga dengan nama kalkulus Hida. Analisis derau 

putih merupakan cabang dari analisis stokastik dengan peubah acak yang menjadi dasarnya adalah 

derau putih (white noise) yang merupakan turunan distribusional dari gerak Brown. Kita akan 

merangkum beberapa konsep dasar dari analisis derau putih yang digunakan di dalam makalah ini. 

Untuk pembahasan yang lengkap dapat dilihat pada [15]-[17]. 

Kita mulai dengan tripel Gelfand 

𝑆𝑆(ℝ) ↪ 𝐿𝐿2(ℝ) ↪ 𝑆𝑆′(ℝ) 

dengan 𝐿𝐿2(ℝ) adalah ruang Hilbert dari fungsi yang kuadratnya terintegral Lebesgue pada ℝ, 𝑆𝑆(ℝ) 

adalah ruang fungsi tes Schwartz dan 𝑆𝑆′(ℝ) adalah ruang distribusi tempered. Norma baku pada 

𝐿𝐿2(ℝ) dinotasikan dengan |⋅|0 sementara pasangan dual antara 𝑆𝑆′(ℝ) dengan 𝑆𝑆(ℝ) dinotasikan 

dengan 〈⋅,⋅〉. Menurut Teorema Bochner-Minlos, terdapat dengan tunggal ukuran peluang 𝜇𝜇 pada 

aljabar- 𝜎𝜎 ℬ yang dibangun oleh himpunan silinder di dalam 𝑆𝑆′(ℝ) dengan fungsi karakteristik 

yang diberikan oleh 

𝐶𝐶(𝜑𝜑) = � 𝑒𝑒𝑖𝑖〈𝜔𝜔,𝜑𝜑〉

𝑆𝑆′(ℝ)
𝑑𝑑𝜇𝜇(𝜔𝜔) = 𝑒𝑒−

1
2|𝜑𝜑|02 ,       𝜑𝜑 ∈ 𝑆𝑆(ℝ). 
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Ruang peluang (𝑆𝑆′(ℝ),ℬ, 𝜇𝜇) disebut dengan ruang derau putih. Di dalam kerangka ini gerak 

Brown baku (𝐵𝐵𝑡𝑡)𝑡𝑡≥0 diberikan oleh 

𝐵𝐵𝑡𝑡(𝜔𝜔) ≔ 〈𝜔𝜔, 1[0,𝑡𝑡)〉,      𝜔𝜔 ∈ 𝑆𝑆′(ℝ), 𝑡𝑡 ≥ 0 

dan 1𝐴𝐴 menotasikan fungsi indikator dari himpunan 𝐴𝐴 ⊆ ℝ. 

 Kita akan memanfaatkan sebuah representasi dari gerak Brown subfraksional pada ruang 

derau putih dengan menggunakan operator 𝑀𝑀−
𝐻𝐻 dengan definisi 

𝑀𝑀−
𝐻𝐻𝑓𝑓 ≔

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝐶𝐶𝐻𝐻𝐷𝐷−

−(𝐻𝐻−12)
𝑓𝑓   ,   𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗  0 < 𝐻𝐻 <

1
2

 

𝑓𝑓              ,   𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗  𝐻𝐻 =
1
2

𝐶𝐶𝐻𝐻𝐼𝐼−
𝐻𝐻−12𝑓𝑓         ,    𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 

1
2

< 𝐻𝐻 < 1

 

dengan 𝐶𝐶𝐻𝐻 = �2𝐻𝐻𝑠𝑠𝑗𝑗𝐻𝐻(𝜋𝜋𝐻𝐻)Γ(2𝐻𝐻) dan Γ adalah fungsi gamma. Di sini, untuk 0 < 𝛽𝛽 < 1, 𝐼𝐼−𝛽𝛽 

adalah operator integral fraksional Weyl dengan definisi 

�𝐼𝐼−𝛽𝛽𝑓𝑓�(𝑥𝑥) ≔
1

Γ(𝛽𝛽)� 𝑓𝑓(𝑡𝑡)(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥)𝛽𝛽−1  𝑑𝑑𝑡𝑡
∞

𝑥𝑥
, 

asalkan integral ini ada untuk hampir semua 𝑥𝑥 ∈ ℝ. Sementara itu 𝐷𝐷−𝛽𝛽 adalah operator turunan 

fraksional Marchaud dengan definisi 

�𝐷𝐷−𝛽𝛽𝑓𝑓�(𝑥𝑥) ≔ lim
ℎ→0+

𝛽𝛽
Γ(1 − 𝛽𝛽)�

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑡𝑡)
𝑡𝑡1+𝛽𝛽

  𝑑𝑑𝑡𝑡
∞

ℎ
, 

asalkan limit ini ada di dalam 𝐿𝐿𝑝𝑝(ℝ) untuk suatu 𝑝𝑝 > 1. Daerah asal operator 𝑀𝑀−
𝐻𝐻 memuat 𝑆𝑆(ℝ) 

dan juga himpunan semua fungsi indikator. Kita juga akan menggunakan perluasan ganjil dari 

fungsi Borel 𝑓𝑓 pada [0,∞) yang didefinisikan dengan 

𝑓𝑓𝑜𝑜(𝑥𝑥) ≔ �   𝑓𝑓(𝑥𝑥)       ,     𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑥𝑥 ≥ 0
−𝑓𝑓(−𝑥𝑥)   ,    𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑥𝑥 < 0. 

Teorema 1[18]  Diberikan (𝐵𝐵𝑡𝑡)𝑡𝑡∈ℝ adalah gerak Brown baku pada ℝ. Berlaku 𝑀𝑀−
𝐻𝐻1[0,𝑡𝑡)

𝑜𝑜 ∈

𝐿𝐿2(ℝ) dan  

𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻 =
1
√2

��𝑀𝑀−
𝐻𝐻1[0,𝑡𝑡)

𝑜𝑜 �(𝑠𝑠)𝑑𝑑𝐵𝐵𝑠𝑠
ℝ

= 〈⋅,
1
√2

𝑀𝑀−
𝐻𝐻1[0,𝑡𝑡)

𝑜𝑜 〉. 

  

Dari ruang derau putih (𝑆𝑆′(ℝ),ℬ, 𝜇𝜇) dapat dibentuk, misalnya dengan menggunakan 

operator kuantisasi kedua, tripel Gelfand yang kedua yakni 

(𝑆𝑆) ↪ 𝐿𝐿2(𝜇𝜇) ≔ 𝐿𝐿2(𝑆𝑆′(ℝ),ℬ, 𝜇𝜇) ↪ (𝑆𝑆)′ 
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dengan (𝑆𝑆) adalah ruang fungsi tes Hida dan (𝑆𝑆)′ adalah ruang dual topologi dari (𝑆𝑆) yang dikenal 

dengan nama ruang distribusi Hida. Untuk setiap 𝑡𝑡 ≥ 0 berlaku 𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻 ∈ 𝐿𝐿2(𝜇𝜇). Proses stokastik 

(𝑊𝑊𝑡𝑡
𝐻𝐻)𝑡𝑡≥0 yang didefinisikan melalui 

𝑊𝑊𝑡𝑡
𝐻𝐻 ≔

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻 , 

dengan kekonvergenan berlaku di (𝑆𝑆)′ terhadap topologi limit induktif, disebut derau putih 

subfraksional. Untuk setiap 𝑡𝑡 ≥ 0 berlaku 𝑊𝑊𝑡𝑡
𝐻𝐻 ∈ (𝑆𝑆)′ ∖ 𝐿𝐿2(𝜇𝜇). 

 Sebuah alat yang penting di dalam analisis derau putih adalah transformasi 𝑆𝑆 yang 

didefinisikan pada (𝑆𝑆)′ dengan  

𝑆𝑆Φ(𝜑𝜑) ≔ 〈〈Φ, 𝑒𝑒𝑤𝑤
〈⋅,𝜑𝜑〉〉〉 ,   Φ ∈ (𝑆𝑆)′,𝜑𝜑 ∈ 𝑆𝑆(ℝ). 

Di sini 𝑒𝑒𝑤𝑤
〈⋅,𝜑𝜑〉 = 𝐶𝐶(𝜑𝜑)𝑒𝑒〈⋅,𝜑𝜑〉 disebut eksponensial Wick dan 〈〈⋅,⋅〉〉 adalah simbol untuk pasangan 

dual antara (𝑆𝑆)′ dengan (𝑆𝑆). Transformasi 𝑆𝑆 dapat dipandang sebagai analogi transformasi Laplace 

terhadap ukuran Gaussian di ruang berdimensi takhingga. Secara umum, perkalian titik demi titik 

(pointwise product) dari dua distribusi tidak bisa didefinisikan. Dengan menggunakan 

transformasi 𝑆𝑆 kita dapat mendefinisikan sebuah perkalian dari dua distribusi derau putih. 

Perkalian Wick ⋄ dari Φ,Ψ ∈ (𝑆𝑆)′ diberikan oleh 

Φ ⋄ Ψ ≔ 𝑆𝑆−1(𝑆𝑆Φ ⋅ 𝑆𝑆Ψ). 

Perkalian Wick terdefinisi dengan baik sebab transformasi 𝑆𝑆 bersifat injektif dan daerah hasil dari 

transformasi 𝑆𝑆 merupakan sebuah aljabar. 

 Untuk selanjutnya kita juga akan menggunakan operator dual dari 𝑀𝑀−
𝐻𝐻 yang dinotasikan 

dengan 𝑀𝑀+
𝐻𝐻 dan definisinya diberikan oleh  

𝑀𝑀+
𝐻𝐻𝑓𝑓 ≔

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝐶𝐶𝐻𝐻𝐷𝐷+

−(𝐻𝐻−12)
𝑓𝑓   ,   𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗  0 < 𝐻𝐻 <

1
2

 

𝑓𝑓              ,   𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗  𝐻𝐻 =
1
2

𝐶𝐶𝐻𝐻𝐼𝐼+
𝐻𝐻−12𝑓𝑓         ,    𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 

1
2

< 𝐻𝐻 < 1

 

dimana, untuk 0 < 𝛽𝛽 < 1, 𝐼𝐼+
𝛽𝛽 adalah operator integral fraksional Weyl dengan definisi 

�𝐼𝐼+
𝛽𝛽𝑓𝑓�(𝑥𝑥) ≔

1
Γ(𝛽𝛽)� 𝑓𝑓(𝑡𝑡)(𝑥𝑥 − 𝑡𝑡)𝛽𝛽−1 𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑥𝑥

−∞
, 

asalkan integral ini ada untuk hampir semua 𝑥𝑥 ∈ ℝ dan 𝐷𝐷+
𝛽𝛽 adalah operator turunan fraksional 

Marchaud dengan definisi 

�𝐷𝐷+
𝛽𝛽𝑓𝑓�(𝑥𝑥) ≔ lim

ℎ→0+
𝛽𝛽

Γ(1 − 𝛽𝛽)�
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥 − 𝑡𝑡)

𝑡𝑡1+𝛽𝛽
 𝑑𝑑𝑡𝑡

∞

ℎ
, 

asalkan limit ini ada di dalam 𝐿𝐿𝑝𝑝(ℝ) untuk suatu 𝑝𝑝 > 1. 
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Kita akan memerlukan sifat terkait keterbatasan operator 𝑀𝑀±
𝐻𝐻 berikut. 

Teorema 2[18] Diberikan 𝐻𝐻 ∈ (0,1) dan 𝜑𝜑 ∈ 𝑆𝑆(ℝ). Maka, 𝑀𝑀±
𝐻𝐻𝜑𝜑 ada dan lebih lanjut, terdapat 

konstanta 𝐶𝐶𝐻𝐻, yang tidak bergantung pada 𝜑𝜑, sehingga 

sup��𝑀𝑀±
𝐻𝐻𝜑𝜑(𝑥𝑥)�:𝑥𝑥 ∈ ℝ� ≤ 𝐶𝐶𝐻𝐻 �sup{|𝜑𝜑(𝑥𝑥)|:𝑥𝑥 ∈ ℝ} + sup{|𝜑𝜑′(𝑥𝑥)|:𝑥𝑥 ∈ ℝ} + |𝜑𝜑|𝐿𝐿1(ℝ)�, 

dengan |𝜑𝜑|𝐿𝐿1(ℝ) = ∫ |𝜑𝜑(𝑥𝑥)| 𝑑𝑑𝑥𝑥ℝ . 

 

Transformasi 𝑆𝑆 dari gerak Brown subfraksional dan derau putih subfraksional dapat ditentukan 

secara eksplisit dengan menggunakan operator 𝑀𝑀±
𝐻𝐻. 

Teorema 3[19] Untuk setiap 𝜑𝜑 ∈ 𝑆𝑆(ℝ) berlaku 

𝑆𝑆𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻(𝜑𝜑) = 〈𝜑𝜑,
1
√2

𝑀𝑀−
𝐻𝐻1[0,𝑡𝑡)

𝑜𝑜  〉 =
1
√2

�� (𝑀𝑀+
𝐻𝐻𝜑𝜑)(𝑠𝑠) 𝑑𝑑𝑠𝑠 − � (𝑀𝑀+

𝐻𝐻𝜑𝜑)(𝑠𝑠) 𝑑𝑑𝑠𝑠
0

−𝑡𝑡

𝑡𝑡

0
� 

 dan  

𝑆𝑆𝑊𝑊𝑡𝑡
𝐻𝐻(𝜑𝜑) =

1
√2

�(𝑀𝑀+
𝐻𝐻𝜑𝜑)(𝑡𝑡) − (𝑀𝑀+

𝐻𝐻𝜑𝜑)(−𝑡𝑡)�. 

  

Terakhir di bagian ini akan dituliskan sebuah teorema terkait keterintegralan distribusi 

Hida yang memegang peranan penting di dalam pembuktian hasil utama di dalam makalah ini. 

Teorema 4[20] Diberikan ruang ukuran (Ω,𝒜𝒜, 𝜈𝜈) dan fungsi 𝜆𝜆 ↦ Φ𝜆𝜆 dari Ω ke (𝑆𝑆)′. Jika 

(1). Fungsi 𝜆𝜆 ↦ 𝑆𝑆Φ𝜆𝜆(𝜑𝜑) terukur untuk setiap 𝜑𝜑 ∈ 𝑆𝑆(ℝ), dan 

(2). Terdapat 𝐶𝐶1(𝜆𝜆) ∈ 𝐿𝐿1(Ω,𝒜𝒜, 𝜈𝜈), 𝐶𝐶2(𝜆𝜆) ∈ 𝐿𝐿∞(Ω,𝒜𝒜, 𝜈𝜈), dan norma kontinu ‖⋅‖ pada 𝑆𝑆(ℝ) 

sehingga untuk 𝜑𝜑 ∈ 𝑆𝑆(ℝ) dan 𝑧𝑧 ∈ ℂ berlaku 

|𝑆𝑆Φ𝜆𝜆(𝑧𝑧𝜑𝜑)| ≤ 𝐶𝐶1(𝜆𝜆)𝑒𝑒𝐶𝐶2(𝜆𝜆)|𝑧𝑧|2‖𝜑𝜑‖2 , 

maka 𝛷𝛷𝜆𝜆 terintegral Bochner di dalam (𝑆𝑆)′. Lebih jauh berlaku ∫ 𝛷𝛷𝜆𝜆 𝑑𝑑𝜈𝜈(𝜆𝜆) ∈ (𝑆𝑆)′𝛺𝛺  dan 

𝑆𝑆 ��𝛷𝛷𝜆𝜆 𝑑𝑑𝜈𝜈(𝜆𝜆)
𝛺𝛺

� = �𝑆𝑆𝛷𝛷𝜆𝜆 𝑑𝑑𝜈𝜈(𝜆𝜆).
𝛺𝛺

 

 

3 Hasil dan Pembahasan 
Pada bagian ini kita akan membuktikan hasil utama di dalam makalah ini yakni eksistensi 

arus stokastik tipe Wick dari gerak Brown subfraksional sebagai sebuah distribusi Hida. Kebaruan 

di dalam makalah ini adalah interpretasi arus stokastik (3) dengan menggunakan perkalian Wick. 

Untuk itu terlebih dahulu akan dibuktikan sebuah hasil terkait fungsional delta Donsker. Secara 

informal, fungsional delta Donsker adalah komposisi dari fungsi delta Dirac dengan gerak Brown 

subfraksional. 
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Teorema 5 Diberikan gerak Brown subfraksional (𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻)𝑡𝑡≥0 dan 𝑥𝑥 ∈ ℝ. Fungsional delta Donsker 

𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻) ≔
1

2𝜋𝜋
� exp(𝑗𝑗〈𝜆𝜆, 𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻〉)  𝑑𝑑𝜆𝜆
ℝ

 

adalah distribusi Hida dengan transformasi 𝑆𝑆 berbentuk 

𝑆𝑆𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻)(𝜑𝜑) =
1

�2𝜋𝜋(2 − 22𝐻𝐻−1)𝑡𝑡2𝐻𝐻
exp�−

1
2(2 − 22𝐻𝐻−1)𝑡𝑡2𝐻𝐻

�𝑥𝑥 − 〈𝜑𝜑,
1
√2

𝑀𝑀−
𝐻𝐻1[0,𝑡𝑡)

𝑜𝑜  〉�
2

� 

untuk setiap 𝜑𝜑 ∈ 𝑆𝑆(ℝ). 

Bukti. Untuk sebarang 𝜑𝜑 ∈ 𝑆𝑆(ℝ) berlaku 

𝑆𝑆 exp(𝑗𝑗〈𝜆𝜆, 𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻〉)(𝜑𝜑)

= 〈〈exp(𝑗𝑗〈𝜆𝜆, 𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻〉),𝐶𝐶(𝜑𝜑) exp(〈⋅,𝜑𝜑〉)〉〉                                                          

= exp �𝑗𝑗(𝜆𝜆, 𝑥𝑥) −
1
2

|𝜑𝜑|02�� exp �〈𝜔𝜔,𝜑𝜑 −
𝑗𝑗𝜆𝜆
√2

𝑀𝑀−
𝐻𝐻1[0,𝑡𝑡)

𝑜𝑜 〉�  𝑑𝑑𝜇𝜇(𝜔𝜔)
𝑆𝑆(ℝ)

= exp �𝑗𝑗(𝜆𝜆, 𝑥𝑥) −
1
2

|𝜑𝜑|02� exp�
1
2
�𝜑𝜑 −

𝑗𝑗𝜆𝜆
√2

𝑀𝑀−
𝐻𝐻1[0,𝑡𝑡)

𝑜𝑜 �
0

2

�

= exp �𝑗𝑗 �𝜆𝜆, 𝑥𝑥 − 〈𝜑𝜑,
1
√2

𝑀𝑀−
𝐻𝐻1[0,𝑡𝑡)

𝑜𝑜 〉� −
1
2
𝜆𝜆2 �

1
√2

𝑀𝑀−
𝐻𝐻1[0,𝑡𝑡)

𝑜𝑜 �
0

2

� 

adalah fungsi terukur Lebesgue pada ℝ. Lebih jauh, untuk setiap 𝜑𝜑 ∈ 𝑆𝑆(ℝ) dan 𝑧𝑧 ∈ ℂ berlaku 

|𝑆𝑆 exp(𝑗𝑗〈𝜆𝜆, 𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻〉)(𝑧𝑧𝜑𝜑)|

≤ exp �−
1
2
𝜆𝜆2𝑉𝑉𝑗𝑗𝑉𝑉(𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻)� exp �|𝑧𝑧||𝜆𝜆| �𝜑𝜑,

1
√2

𝑀𝑀−
𝐻𝐻1[0,𝑡𝑡)

𝑜𝑜 ��                                                         

≤ exp �−
1
2
𝜆𝜆2𝑉𝑉𝑗𝑗𝑉𝑉(𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻)� exp�

1
4
𝜆𝜆2𝑉𝑉𝑗𝑗𝑉𝑉(𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻)� exp(|𝑧𝑧|2|𝜑𝜑|02)

≤ exp �−
2 − 22𝐻𝐻−1

2
𝑡𝑡2𝐻𝐻|𝜆𝜆|2� exp(|𝑧𝑧|2|𝜑𝜑|02). 

Pada bentuk terakhir, faktor pertama adalah fungsi terintegral terhadap ukuran Lebesgue 𝑑𝑑𝜆𝜆 dan 

faktor kedua konstan terhadap 𝜆𝜆. Jadi, menurut Teorema 4 berlaku 𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻) ∈ (𝑆𝑆)′. Selanjutnya, 

pegintegralan terhadap 𝜆𝜆, yaitu dengan menggunakan rumus integral Gaussian 

� exp(−𝑝𝑝2𝑥𝑥2 ± 𝑞𝑞𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑥𝑥 = exp �
𝑞𝑞2

4𝑝𝑝2
�
√𝜋𝜋
𝑝𝑝ℝ

,      𝑅𝑅𝑒𝑒(𝑝𝑝2) > 0. 

Kita memperoleh 
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𝑆𝑆𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻)(𝜑𝜑) =
1

2𝜋𝜋
�𝑆𝑆 exp (𝑗𝑗〈𝜆𝜆, 𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻〉)(𝜑𝜑) 𝑑𝑑𝜆𝜆
ℝ

                                                         

=
1

2𝜋𝜋
� exp�𝑗𝑗𝜆𝜆 �𝑥𝑥 − 〈𝜑𝜑,

1
√2

𝑀𝑀−
𝐻𝐻1[0,𝑡𝑡)

𝑜𝑜 〉� −
1
2
𝜆𝜆2𝑉𝑉𝑗𝑗𝑉𝑉(𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻)�  𝑑𝑑𝜆𝜆

ℝ

=
1

�2𝜋𝜋𝑉𝑉𝑗𝑗𝑉𝑉(𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻)
 exp �−

1
2(2 − 22𝐻𝐻−1)𝑡𝑡2𝐻𝐻

�𝑥𝑥 − 〈𝜑𝜑,
1
√2

𝑀𝑀−
𝐻𝐻1[0,𝑡𝑡)

𝑜𝑜  〉�
2

�

=
1

�2𝜋𝜋(2 − 22𝐻𝐻−1)𝑡𝑡2𝐻𝐻
 exp �−

1
2(2 − 22𝐻𝐻−1)𝑡𝑡2𝐻𝐻

�𝑥𝑥 − 〈𝜑𝜑,𝑀𝑀−
𝐻𝐻1[0,𝑡𝑡)

𝑜𝑜  〉�
2� .█ 

 

Sekarang kita akan membuktikan hasil utama di dalam makalah ini yaitu eksistensi sebagai 

distribusi derau putih dari arus stokastik untuk gerak Brown subfraksional. 

Teorema 6 Untuk setiap 𝑥𝑥 ∈ ℝ ∖ {0},𝐻𝐻 ∈ (0,1) dan 0 < 𝑇𝑇 < ∞ arus stokastik tipe Wick 

𝜁𝜁⋄(𝑥𝑥) ≔ � 𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻) 𝑑𝑑⋄𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻
𝑇𝑇

0
≔ � 𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻) ⋄ 𝑊𝑊𝑡𝑡

𝐻𝐻 𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑇𝑇

0
 

adalah distribusi Hida. 

Bukti. Sebut Φ ≔ 𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻) ⋄ 𝑊𝑊𝑡𝑡
𝐻𝐻 ∈ (𝑆𝑆)′. Kita akan menunjukkan keterintegralan Bochner 

dari Φ dengan menggunakan Teorema 4.  Dari Teorema 5 kita dapatkan  

𝑆𝑆Φ(𝜑𝜑) 

= 𝑆𝑆(𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻) ⋄ 𝑊𝑊𝑡𝑡
𝐻𝐻)(𝜑𝜑) 

= 𝑆𝑆𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻)(𝜑𝜑)𝑆𝑆𝑊𝑊𝑡𝑡
𝐻𝐻(𝜑𝜑) 

=
�(𝑀𝑀+

𝐻𝐻𝜑𝜑)(𝑡𝑡) − (𝑀𝑀+
𝐻𝐻𝜑𝜑)(−𝑡𝑡)�

�4𝜋𝜋(2 − 22𝐻𝐻−1)𝑡𝑡2𝐻𝐻
 exp �−

1
2(2 − 22𝐻𝐻−1)𝑡𝑡2𝐻𝐻

�𝑥𝑥 − 〈𝜑𝜑,
1
√2

𝑀𝑀−
𝐻𝐻1[0,𝑡𝑡)

𝑜𝑜  〉�
2

�, 

untuk setiap 𝜑𝜑 ∈ 𝑆𝑆(ℝ). Cukup jelas bahwa bentuk terakhir ini terukur Lebesgue. Selanjutnya, 

untuk setiap 𝜑𝜑 ∈ 𝑆𝑆(ℝ) dan 𝑧𝑧 ∈ ℂ berlaku 

|𝑆𝑆Φ(𝑧𝑧𝜑𝜑)| 

=
��𝑀𝑀+

𝐻𝐻(𝑧𝑧𝜑𝜑)�(𝑡𝑡) − �𝑀𝑀+
𝐻𝐻(𝑧𝑧𝜑𝜑)�(−𝑡𝑡)�

�4𝜋𝜋(2 − 22𝐻𝐻−1)𝑡𝑡2𝐻𝐻
 �exp�−

1
2(2 − 22𝐻𝐻−1)𝑡𝑡2𝐻𝐻

�𝑥𝑥 − 〈𝑧𝑧𝜑𝜑,
1
√2

𝑀𝑀−
𝐻𝐻1[0,𝑡𝑡)

𝑜𝑜  〉�
2

�� 

≤
��𝑀𝑀+

𝐻𝐻(𝑧𝑧𝜑𝜑)�(𝑡𝑡)� + ��𝑀𝑀+
𝐻𝐻(𝑧𝑧𝜑𝜑)�(−𝑡𝑡)�

�4𝜋𝜋(2 − 22𝐻𝐻−1)𝑡𝑡2𝐻𝐻
 exp �−

1
2(2 − 22𝐻𝐻−1)𝑡𝑡2𝐻𝐻

𝑥𝑥2� 

      exp�
1

(2 − 22𝐻𝐻−1)𝑡𝑡2𝐻𝐻
��𝑥𝑥𝑧𝑧 〈𝜑𝜑,

1
√2

𝑀𝑀−
𝐻𝐻1[0,𝑡𝑡)

𝑜𝑜 〉� −
1
2

|𝑧𝑧|2 �𝜑𝜑,
1
√2

𝑀𝑀−
𝐻𝐻1[0,𝑡𝑡)

𝑜𝑜 �
2

�� 

≤
2|𝑧𝑧||𝑀𝑀+

𝐻𝐻𝜑𝜑|∞
�4𝜋𝜋(2 − 22𝐻𝐻−1)𝑡𝑡2𝐻𝐻

 exp �−
1

2(2 − 22𝐻𝐻−1)𝑡𝑡2𝐻𝐻
𝑥𝑥2� exp �

1
2(2 − 22𝐻𝐻−1)𝑡𝑡2𝐻𝐻

𝑥𝑥2 + |𝑧𝑧|2|𝜑𝜑|02� 
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≤
𝑐𝑐

�4𝜋𝜋(2 − 22𝐻𝐻−1)𝑡𝑡2𝐻𝐻
 exp(|𝑧𝑧|2|𝜑𝜑|02)  exp(2|𝑧𝑧|2|𝑀𝑀+

𝐻𝐻𝜑𝜑|∞2 ),      |𝜂𝜂|∞ ≔ sup{|𝜂𝜂(𝑥𝑥)|:𝑥𝑥 ∈ ℝ} 

≤
𝑐𝑐

�4𝜋𝜋(2 − 22𝐻𝐻−1)𝑡𝑡2𝐻𝐻
 exp(𝐾𝐾𝐻𝐻|𝑧𝑧|2‖𝜑𝜑‖2)  

 dengan 𝑐𝑐 dan 𝐾𝐾𝐻𝐻 adalah konstanta dan ‖⋅‖ adalah norma kontinu pada 𝑆𝑆(ℝ) dengan definisi 

‖𝜑𝜑‖2 ≔ |𝜑𝜑|02 + �|𝜑𝜑|∞ + |𝜑𝜑′|∞ + |𝜑𝜑|𝐿𝐿1(ℝ)�
2

,     𝜑𝜑 ∈ 𝑆𝑆(ℝ). 

Di sini kita telah menggunakan Teorema 2. Karena 𝐻𝐻 ∈ (0,1) maka  

𝐶𝐶1(𝑡𝑡) ≔
𝑐𝑐

�4𝜋𝜋(2 − 22𝐻𝐻−1)𝑡𝑡2𝐻𝐻
∈ 𝐿𝐿1[0,𝑇𝑇] 

sementara faktor  exp(𝐾𝐾𝐻𝐻|𝑧𝑧|2‖𝜑𝜑‖2) konstan terhadap 𝑡𝑡. Dengan menggunakan Teorema 4 kita 

dapat menyimpulkan bahwa ∫ 𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑡𝑡𝐻𝐻) ⋄ 𝑊𝑊𝑡𝑡
𝐻𝐻 𝑑𝑑𝑡𝑡𝑇𝑇

0 ∈ (𝑆𝑆)′. ■ 

 

4 Simpulan  

Di dalam makalah ini teori analisis derau putih telah digunakan untuk membuktikan 

eksistensi arus stokastik tipe Wick dari gerak Brown subfraksional sebagai sebuah anggota di 

dalam ruang distribusi Hida. Penelitian selanjutnya adalah perumuman hasil ini ke ruang Euclide 

ℝ𝑑𝑑 dan perumuman hasil untuk kelas proses stokastik yang memuat gerak Brown subfraksional.  
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